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0 ФУНКЦИЯХ В НОРМИРОВАННЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИ 
ЗАМКНУТЫХ ТЕЛАХ 


В работе показывается, что в алгебраически замкнутых ‘нормиро- 
ванных телах существует аналог интегралу Коши, позволяющий рас- 


смотреть разложение целых функций в этих телах ‘на линейные мно- 
жители. 


Пусть тело Г удовлетворяет следующим условиям: 
1) Т нормировано, т. е. всякому элементу а из Т отвечает поло- 
жительное вещественное число |а| (норма а), обладающее свойствами 


|146 =а]] 6] 
|а--5| < шах ([а|,|6 |); 


2) Т алгебраически замкнуто; 

3) если образовать из Т метрическое пространство, приняв за рас- 
стояние между а и 6 норму разности |а—6|, то полученное простран- 
ство будет полным. 

Будем называть целыми элементами Т те из элементов Т, нормы 
которых не превосходят единицы. 

Рассмотрим степенной ряд 


аа -... +ая- ..., (1) 
где а; и х сут> элементы 7. 

Необ. одимым и достаточным условием сходимости такого ряда слу- 
жит, конечно, стремление к нулю его общего члена. Если этот ряд 
сходится при х=2,, то он сходится и при всех 1х, нормы которых не 
превосходят |ху |. 

Если ряд (1) сходится при всех х из Т, то будем говорить, что этот 
ряд предстатляет целую функцию от д в теле Т. 

Очевидно, что из сходимости ряда (1) при |2 | < р следует 


1 | ал |0°=0- (2) 


Если (1) представляет целую функцию, то (2) выполняется при 
любом р. 
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Дискретный контур. Рассмотрим последовательность много- 
членов 2, (5), 25(2),..., 8п(5),... возрастающих степеней. 

Пусть #;(2) не имеет кратных корней и его разложение по убы- 
вающим степеням х имеет вид 


т п 7; 
8:(2) = сит"... Рой Ве, 


где с; — целые числа из Т, свободный член с; „|: равен по норме 1. 

Предположим, что И, и разность и; —па безгранично растут с ти 
| е| =1 (е—единица тела). 

В дальнейшем, для краткости, вместо зе, где п; — натуральное число, 
е—единица тела, будем писать п;. Примером такой последовательности 
многочленов может служить последовательность 5:(2)=2%—1, где п; 
подобраны так, что |7; | =1. 

Назовем последовательность многочленов 8;(5) указанного вида кон- 
турной последовательностью. 

В виду алгебраической замкнутости Т можем образовать последо- 
вательность совокупностей корней 5;(5%), которые обозначим через 


лу +: > ат; - 


С помощью этих корней построим новую последовательность совокуп- 
ностей чисел 


а-- Гу @--Рю,..., ЯР, (3) 


где х и г— постоянные элементы 7. 

Последовательность вида (3) назовем дискретным контуром с цент- 
ром в а радиуса р=|г|, определенным контурной последовательностью 
$:(2). Обозначать последовательность (3) будем коротко «-- 2. 

Интеграл функции по дискретному контуру. Пусть 
функция }(х) определена для всех элементов Г, принадлежащих ди- 
скретному контуру «г. 

Если существует предел выражения 


С р 7 (а гк) 
#—=1 


при 1 —> оо, то назовем этот предел интегралом (5) по дискретному 
контуру «--7ё и обозначим его через 


х 


\ 1). 


«+79 
В тех случаях, когда этот предел зависит не от контурной после- 
довательности 5;(52), а только отл и а, будем писать короче: 


х 


} 12). 


©, 7 
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Легко видеть, что 


= 


где -Р (х) — любой полином. 
И 2 
В самом деле, = Р(а- ав) =Р (а), если только п: —п;„ больше 
й 


степени Р (5), в виду условий, наложенных на 2;. Из тождества 
5 я 
: 1. \ 
Е. Е 
т; п: п; д" 
Ноно 
а (= у п; Са А ЧА МЕРИ 
с 2" 
К А у вен. 


Ее 1 при |2| <р, 
0 › [2] >р. 


следует 
(5) 
Пусть ](2) задана рядом (1), сходящимся при |х| < В. Из (4) и (5) 


следует, что при р< Ви |&|<р 
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(=, \ Кое =0 (6) 
2 бп ат 

| /(®) при |2—в| <, ы 

о, 0 » | а| р. 


Формулы для производных (определяющихся как обычно) имеют тоже 


обычный вид: 
ага д 
719 (4) =} | Ща Е 


0, т 


Если }(5) представляется с помощью (7) и не превосходит на контуре 
а, г по норме числа М, то при всех |2| <р 


ВМ, (д <. 


Отсюда следует: функция вида (7) разлагается в степенной ряд по 
степеням (5—4), сходящийся при |д—@“| < р. 

По аналогии с теоремой Лиувилля получаем: 

Следствие 4. Целая функция, ограниченная во всем алгебраиче- 
ском теле, есть константа. 
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Замечание. Аналог теореме Лиувилля не имеет места в телах 
с конечным числом классов остатков по простым идеалам, например 
в Непзе]’евском р-адическом теле, как это явствует из примеров. 
Имеет место также 


Следствие 2. Если Р(2) и О(2) многочлены от 3, причем О (2) 
74 


5 а = 
не имеет корней, равных по норме о, то 59 есть сумма вычетов 


0, т 
(а) : 
дроби ое полюсам внутри |2| 20. 


*,* 
х 


ЛЕММА 1. Пусть }(2) задана рядом (1), стодящимся при |2| < ЕВ 
и р< В. Существует такое вещественное число &, сколь угодно близкое р, 


что при |х|=а, |} (1) |= (а), где < (а) зависит только от а (т.е. х (а) 
зависит только от нормы т). 


В самом деле, напишем ряд членов 
Пр бр оне О 


В виду того что |4” | —>0, среди членов этой последовательности 


п> с 
имеется один или несколько наибольших по норме. 
Если такой член один, то обозначим через ^ его норму. Если же 
наибольших членов несколько, то выберем среди них член с наимень- 


шей степенью %. Пусть это будет ай. Выберем 8 < х и столь близким 
к ©, чтобы в ряду . 


р п 
Чо, Чао В йа ь 


был один наибольший, именно а". Норму этого члена обозначим 
в этом случае тоже через <. Очевидно, что при |5|=х в первом случае 
и || =В во втором случае |}(х) |= <. 

Если имеем два числа в: и в. (5, < в), для которых в каждом из 
рядов ай и ай имеется по одному наибольшему по норме члену, то 
максимальный по норме член среди адм не превосходит максимального 
члена среди аз. Поэтому |}(х,)|<|71(х.)|, если |2. |= ва, а |7. |= в». 

ЛЕММА 2. Число корней Р„(х)=а ах- ... ал”, не превосхо- 
дящих по норме заданной величины р < В, остается постоянным, начи- 
ная сп > М№(р). 

Выберем « (р<= < В), обладающее свойством, указанным в лемме 1. 
При п > М (4) и при |1|=% 

|1 Ри (2) — Р» (2) | < =" (=— фиксированное число, меньшее 1), 


[Ри (2) |=, (2) |= (а) ве зависят от д), 
[Руна (2) |=. 
Полагая 
Р»-+1(2) — Р» (5) =8(2), Ричи (2) — Ри(т) =5' (2), 
имеем 
Ри41\2) Ри (=) Р‚ (2) 6 (2) —Р.(2) 6 (2) Е с (а) =" ст 
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Отсюда, если |#|=а, 


Рид (=) Рр(=) | г" 
Га ее <= 


Но этот интеграл представляет разность числа корней, меньших %, 
Р»-+1(2) и Р»„(2). Эта разность есть число не большее, чем п- 4. 
Если бы она не обратилась в нуль, начиная с некоторого п > №, то ее 
норма была бы не меньше, чем |р | 10» ("+1) ‚ где р — некоторое простое 
число. Обе оценки для разности чисел корней Ри. 1(5) и Р»(5) друг 
другу противоречат при достаточно большом п. 

Выберем последовательность 91, 4, ..., би, стремящуюся к р, где 
о, все обладают свойством, указанным в лемме 1. Обозначим через М: 
число корней Рк,, не превосходящих о; и соответствующих столь боль- 
шому №, что это число остается без изменения для всех п > №;. Числа 
М; образуют, очевидно, невозрастающую с увеличением { последова- 
тельность. Значит, так как все М; =0, они, начиная с достаточно боль- 
шого номера >, равны между собой. В виду равномерности отно- 
сительно { оценки для номера М; видим, что при М> №; все Ри не 
имеют корней, заключенных по норме между я; и «. Начиная с этого 
№, все Р„ (п > №) имеют одинаковое число корней, не превосходящих р. 

_ ЛЕММА 3. Обозначим через }(т), #(х), №(%) многочлены степени п 
с целыми коэффициентами, связанные соотношением 


(2) =8 (т) —№ (7). я 


Пусть (5) имеет т корней «а, ..., ат, где а и а; числа 
из Т, и || <|т|. Обозначим через В число, заключенное по норме 
между наибольшими из и иг. Если для любого т вида «+2, где 
|2|=|8], выполняется неравенство 


0, 9 


; [РЕ ” | 82 (=) | 
17) |1 (=) 1 < атете › 


‚то (5) имеет т корней вида «--0, где |0| <|В|. 


Имеем: 
=’ (2) ря 
} О т. 
а, В 
ИШЕ р 8 _ №8 ВЕ 
я 7 & 5 


В виду |№| <|2|, на контуре <, В 
[= 18—18 < (1-Е В, 
имеем всюду на контуре о, В: 


Г (ВЕНЕ (1+0 1ерп 
ес ГЕ 1213 
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Значит, 


ея Е № р 
ее ФО а 


а., В в., В 


Но разность рассматриваемых интегралов есть целое число между 0 
ип. Его норма, если это число не нуль, не может быть меньше, 
чем Гр". Поэтому рассматриваемая разность равна нулю и #(5) 
имеет столько же корней, отличающихся от & по норме не более чем 


на В, сколько }(х), т.е. т. 


ЛЕММА 4. Если |(5)=а + ах-- ... ал? ... (а; целые числа 
из Т) есть целая функция, р. (2)=а,-+ ...- а”, 1 вещественное 
число между О и 1, Ё любое целое >20, а корень р (т), не превосходя- 
щий фиксированного ри |в|>1, то можно выбрать такое № (1), что 
для п > М(1) существует корень р-+ь (1), отличающийся от а по норме 
не более, чем на 1. 

Можно, не ограничивая общности, положить а, =1, в виду подста- 
новки х=а,д. 

Пусть |» (2) имеет корень х. Положим х=а-ру, где |у|= р. 

Выберем т. < 1 так, чтобы не существовало корня (2) и [р.(х} 
вида «у. 

Тогда имеем: 


Де(2) = аъ (ха) -+- (2-00), 
причем а... ж=(— 1)”. 
Отсюда 
|1» (2) [= [а ли, ... ба [быжача |... | | ап |, 


где а; расположены в порядке возрастания; — число &; меньших %& по 
норме; х— число &; равных & по норме, причем |я;—| < ти; 0;,..., 0 


нормы |ж—9&|, которые меньше || и больше и; ааа, .-.) 
те из :, которые больше а по норме. 

И ада 5: 9 а 

ы Ч |3. [п | | - | мдиа! 
а Бр 
| а ®\РЕЕЯ мы 
Имеем 
|» (2) | = тах (1, |*|"), |4 (2)| < шах (1, |® |"). 
Поэтому 


1 2 [4 2(х 
р т За Гы 


(Т1» (=) 1-Е 17, (=) |)“ 2ах (а, [а [") 


г 
Пт, 


[22 


В виду того что }(5) целая функция, число корней }, (5), не прево- 
сходящих р, остается постоянным, равным какому-нибудь т, начиная 
сп>М(р). Значит «-|-^ < т. С другой стороны, |].41(2)— № (2)| при 
п = М (=) и при |х|=|«| должно быть меньше г", каково бы ни было 
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1 
з > 0. При достаточно большом и и при 3 г будет выполняться не- 
равенство 


к ‚ ст ре” | (2)| | 
[№ (2) р» (2) |+ | [ел ($) = Е РК 


справедливое для любого х вида «| у, где |у| =». 

Отсюда, на основании леммы 3 заключаем о существовании у }№-!(5) 
корня, отличающегося от & по норме не более, чем на чи», следова- 
тельно, менее, чем на \. 

Переходя от ]»41(х) к }:2(1) ит. д., заключаем, что у ри (т) 
при любом > О существует корень, отличающийся от а менее, чем 
на т. 

ТЕОРЕМА. Всякая целая функция } (5) =а,-ах-+ ... + а,"-+ ..., 
не сводящаяся к полиному, имеет бесконечное множество корней 


91, 9›,..., стремящихся по норме к бесконечности, и разлагается 
в сходящееся бесконечное произведение 


По м. 


Пусть а, — первый из коэффициентов после а,, не обращающийся 
в нуль. к 


Обозначим через 9„1,..., б», корни [,(5)=а,Р... Ра”. Из 
4 4, 
тождества у == заключаем, что 
“и: °: Чаи бо 


следовательно, 


и 
а 

Положим р= и =: . Выберем последовательность положительных 
1 


чисел, стремящихся к нулю, 11, 1.,..., ”,... Существует (на осно- 
вании леммы 4) такое целое положительное М№(7), что при п > М (1) 
существует корень В» ( |В»| =) полинома }» (72) и корень В» „, полинома 
ни: (2), отличающийся от В» не более, чем на 7:. Можно выбрать да- 
лее корень [м+п.+». (2), отличающийся по норме от В»-„‚, не более, чем 
на 1, ИТ. д. 

Получается последовательность чисел из тела Т В», Вии... 
Вии +...1и» Очевидно, сходящаяся к какому-то числу © из Т. 

Имеем 

1 (в) = Ш 7 (Винил ... ть) = 


а В (Вы ол) а кланы ню 50. 


Таким образом, « есть корень ][(2). Норма х не превосходит р. 
В виду того что 


1" (а) 
п! 


НУ Рио)... + ааа 


д—а хх —&а 
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есть целая функция, можем найти второй корень }(5) ит. д. В виду 
того что у }(2) может быть лишь конечное число корней, не превосхо- 
дящих по норме р, видно, что корни (5) образуют последовательность 
я, стремящуюся с возрастанием $ по норме к бесконечности. 

Образуем сходящееся при любом х произведение 


(1-2)... (4-2)... 


Это произведение представляет целую функцию # (52) отх. Покажем, что 


1 (2) 
——. есть целая НЕЦИЯ. 
Е ц функц 
В самом деле, пусть в.,..., ак будут все х, не превосходящие по 
норме какого-нибудь числа р. Тогда 
1] — 
5 (2) ЕЕ. о. 
в П ен 
1=А +11 
® 7 (2) 1 
я аж есть целая функция —_——_———_, очевидно, 
и - 
С “1 “к | (1—= 
В ь 


разлагается в ряд по степеням х, сходящийся при |5| “р. Поэтому 


Р(х 
не разлагается в ряд по степеням 2, сходящийся при |5| р. 


В виду произвольности р, и есть целая функция. Но т не 
имеет нулей. Согласно доказанному р есть постоянная. Она, оче- 
5 


видно, равна ах. 
Поэтому 


кэ-«(-9 0-3. 


Следствие. Пусть целая функция / (5) =а, Рах-+... + а," ... 
имеет коэффициенты а;, принадлежащие компактному подкольцу К 
тела Т. В таком случае {(%) разлагается в сходящееся произведение 
многочленов с коэффициентами из К. 

Рассмотрим },(т)=а, + ... + а”. Эти многочлены, начиная 
сп>М(5), имеют одно и то же число корней А (р), по норме не пре- 
восходящих о. 


Многочлен ]|»„(х) может быть разложен на неприводимые в кольце 
К множители. 

Согласно определению нормы корней неприводимых уравнений, все 
корни неприводимого уравнения имеют одну и ту же норму. Поэтому 
[». (+) разлагается на неприводимые множители; степень одного из них 
для каждого п -М(р) ие превосходит А (р). Заставляя п стремиться 
к бесконечности и пользуясь компактностью А и ограниченностью сте- 
пени этого множителя, можем перейти к пределу при п—> < и полу- 
чить делитель /(5) степени не выше А (р) с коэффициентами из К. 
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Пример. Рассмотрим целую функцию 


7(2)=1-ах+.... Ва ..., 


где а; — целые числа-из И. причем 


> [@1 | > 


Нетрудно доказать способом последовательных приближений, что 


корни этой функции все простые и их нормы, расположенные в порядке 
возрастания, равны 


Га | ааа ети 71 1 


Замечание. Обозначим через }(2), #(52) и #(х) целые функции 
с целыми коэффициентами, связанные соотношением 


1 (2) = 8 (2) —№ (2). 
Пусть © корень #(5) кратности р. Положим 
8 (2) = (#—а)Р в: (2), [в (&)[=ь, | (&) =» |“ =“ = 4, 
` ЗВ 
ва == пай (р <); У=4, если |р|=4; у=|р|.|рР-Ь если || < 4 и|р|<4. 
Допустим, что №; < рб УР. В таком случае существует р корней &1,.. ., 9%» 
функции }(5), удовлетворяющих неравенству 


[%—а| <, И, 
И“) 


причем все о; выражаются через корень а, ]у ве’ 
1 


из единицы с помощью рациональных операций и перехода к пределу. 

Для доказательства будем искать корни ](5), близкие ко, способом 
последовательных приближений, предполагая, что р, совпадает с нор- 
мой максимальных членов в разложении 1 (7). 


и корни степени р 


Уравнение }(5)=0 можно писать в форме 
5(2)—№ (2) = (2—в)? в: (2)—№(2) =0 


ее в “а; це к (8) 


где =; — корни из единицы степени р. 
В качестве исходного значения 8, примем х. Подетавляя это зна- 
чение в правую часть, получим 


и далее 


ИРИ] 
Ви я-а: И в, (©) . 


Имеем 


Нолагая 01; -— 81; — Во, имеем 
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Подс^авляя в уравнение (8) значения 8::, получим 


РИ В) 
ие и в. Вы 


Имеем 


ва (= а (ау НЕ)... 


Из условия в, < в?" следует, что все члены, 
по норме меньше первого и поэтому 


[21 (1+) [== | 51 (&) |=. 


|7 (Виё) == () [== ва. 


Точно так же 


следующие за первым, 


Далее 
(В; Й (<) 
== 1+6 
а ве 
где 
№ (в), №” (=). 
И 
81 (®) - 1 (<) ? 
И и вы 
ГИ 
Е МУ 
[09| = шах Е ты тн 
2 
УДГ 
Из неравенства 
Уна 


Отсюда для 6»; = 3»; —В:; получаем 


“ <1<1 следует У 1-6 -=1+°, где |с| < 1- 


| бэ: | = | В: — Ва: | < | За: — Ваз | Ч == | 81: [ 9. 


Относительно В; можно повторить аналогичное рассуждение: 


51 (Вэ: == #1 (Вьё) + 81 (81) 6 - ... 


) 


Й (Вэ: ) = # (вв) НЙ’ (Вр) вы -Р... 


Пе 
В виду [55:|< |8: |= ив заключаем попрежнему, что 


%(В5;) %(В1;) 
С о 1 6 
51 (В5;) 51 (31: ( ы 1), 
Ив 
тде |0, |< “ и следовательно 
т Е 
И 1-0. =1+ 3, [6 | < т. 
Полагая 
а 
Ва -=а- = ы. —-, бз: = 33: — Вы, 
51 (85; 
получим 


|6з# | < |8: | 1. 
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Продолжая процессе нахождения последовательных приближений, 
убеждаемся, что 


| бина, #1 < [8% 
т. е. процесс сходится и в пределе получаются р чисел 9, . ея ар 
В виду 
[== | Вов [ == [Ва = Вы =... 
видим, что 
|= [а | =... == р | ==[4|. 
Точнее, из 
[%| > [Ви | = |8: —9|==.. 
следует 
[|< 9, р 


При выполнении процесса последовательных приближений все из 
Й (“) 

81 (%) 
‘ибо все последующие корни выражаются рационально через этот пер- 
вый. Таким образом корни %.,..., вр функции [(2) выражаются с по- 
мощью рациональных операций и перехода к пределу через корень 
функции $ (т), И и корни степени р изединицы. 

Следствие. Корни всех алгебраических уравнений данной сте- 
пени п, коэффициенты которых принадлежат компактному подмно- 
жеству в теле Т, выражаются, с помощью рациональных операций 
одного извлечения корня не выше п-ой степени и перехода к пределу, 
через ‘корни конечного числа этих уравнений. 

В самом деле, указанная совокупность уравнений компактна. Для 
каждого уравнения Р, как вытекает из леммы 3, можно выбрать столь 
Узкую «окрестность» в пространстве уравнений, что корни всех этих 
Уравнений выразятся, с. помощью рациональных операций перехода 
к пределу и извлечения корней не выше п-ой степени, через корни 
«центрального» многочлена Р. На основании теоремы Неше-Воге]’я 
конечное число этих окрестностей покроет все пространство уравнений. 
Все корни рассматриваемых уравнений выражаются, с помощью рацио- 
нальных операций перехода к пределу и одного извлечения корня сте- 
‚пени не большей, чем п, через корни конечного числа «центральных» 
многочленов. 

Очевидно, что совокупность всех корней всех уравнений Р ком- 
пактна, если только старшие коэффициенты Р не меньше по норме 
фиксированного числа, большего нуля. 


влечения корней степени р сводятся к одному извлечению и“ 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 1. УП. 1938. 
Академия Наук СССР. 
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[7.. ЗСНМЕЕГМАМХ. | $0К ГЕЗ РОМСТГОМ$ РАМ 1$ СОБР$ МОВМЁБ 
ЕТ АГСЕВЕТООЕМЕКМТ ЕЕВМЁ$ 


ВЕЗОМЕ 
боц Т ип согрз убёгШапф 1ез сопаИлопз зизтуацфез: 


1) а 100% 616тешёь а ае Т соггезроп@ ап пошЬте ге] |а', 1а позе 
де а; оп а 


Гав |=|а|-|6|; |а-+6!=<|а|-+|6|; 


2) Те согрз Т ез чп езрасе ш6ичаче сотр]еф ауес 1а 413апсе |а—6 | 

3) Т езё а1е6Ъ1дчетет® {егшб. 

Оп шотите дие 4апз 1ез согрз 4е семе езрёсе 1 ех1ще ипе ехргеззлов 
апа!осие А [Г1п6ога]е Аае Саисву. ЕЦШе регшеё Че Ч6ётотитег да’ипе 
Гопооп епиёте (1ез а; 6раршь Чез в6етепиз 4е Т) 


1(5) =2 + ах - ал? О ао 


а 101]оит$ ипе тИпи6 4е гаслпез о; дапз 1е согрз Т 4опф 1ез погтев | а | 
сго13з3еп 1иЙииепё, её ди’оп а 4’аШепгз 1а а6сотрозИлоп зауапёе еп 
Гасбеитз Ипбаагез (@0 = 0): 


Ка (1-2) (1-2)... (4-2)... 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОТГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 185$ 


СЛаззе 4в3 зС4епсез Отделение математических 
та\пешайчиез е{ пафигеЦев . и естественных наук 


=: 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 
О БАЗЕ СИСТЕМЫ ЧЕБЫШЕВА 


В статье дается общий метод построения базы произвольно задан- 
ной системы функций Чебышева. 

Пусть / (2), |+ (2),..., [»(2) будет какая-нибудь система Т Чебышева 
на отрезке (а < 6). Мы называем базой * этой системы такую систему 
полиномов 

У 
4+ (2) = УХ Аз (2) (=0,4,... ,п), (1) 


®=0 


которая удовлетворяет условиям, что 


: ет (2 : ; (2 . 
ато #2} — 0, пи) —0 оо (2) 
х=а 2 (2) х=Ь Ча (2) 

Из (2) вытекает, что функции $;:(2) линейно независимы и, следо- 
вательно, образуют также систему Т Чебышева (эквивалентную данной). 
Условимся называть систему функций $;(2) нормированной, если 
абсолютный максимум $; (5) на (а,6) равен единице. 

Нетрудно видеть, что система Т функций | (5) не может иметь 
более одной нормированной базы на отрезке (а, 6), так 
как полиномы этой системы, которые всегда можно представить в виде 


Ри(т)= УХ си» (2) @=0,1,...,п), 
В=0 


только тогда могут удовлетворять условиям (2), когда 
Св —= 0 (1 = К). 
В угазанном месте мною было замечено, что в случае суще- 
твования производных первых п порядков у данных 


функций }:(2) функции $;(2) определяются (с точностью до постоян- 
ного множителя) условиями, что 


$ (а) =$® (5) =0 (0<л<й 0<в<пт-—9. (3) 


* Бернштейн С. Н., Экстремальные свойства полиномов и наилучшее при- 
ближение непрерывных функций одной вещественной переменной, ч. 1, ОНТИ 1937. 
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Здесь я хочу доказать существование базы у всякой 
системы Т и дать прием для ее построения в общем случае. Для 
этого поступаем следующим образом. 

Строим сначала некоторую систему полиномов по условию, чтобы 


5 Рю (4) 


9: (=) 


Для этого, допуская (без ущерба для общности), что / (а) >> 0, пола- 
гаем о (2) = (2) и рассматриваем все полиномы вида 


и (т) =1 (2) 5 6:1 (2) (#> 0), 
где постоянные 6; определяются требованием, чтобы 
ва-+ьь (а) =0 (@=14,... п). (5) 


Среди значков : будет по крайней мере один такой (для упро- 
щения письма можем считать функции }+ (5) расположенными в таком 
порядке, что &=1), что 


| 22 (2) + 6:4 (2) 
ея Ре] | © ®- (6) 
Тогда система функций 3% (7), <.: (2), $.1 (7),..., 9,1 (2) удовлетворяет 
условиям 
1 Фи (т) О: 
ее Зоо (2) ы (7) 


кроме того, вследствие (6) можем определить постоянные с; по усло- 
вию, что 


в (8) 


При этом, располагая функции хи (2) в соответствующем порядке и 
обозначая Фе» (2) =Фи (5) + с; 9.1 (1), будем, кроме того, иметь 


о (Е). (9) 


“Следовательно, Фоо (2), Ф11 (2), 22 (+), Фз2 (=), ..- > Физ (5) удовлетворяют 
условиям 


Бо - 1) —0, ща 28) 0 (2) (10) 


х=а Фоо ( ) х=а 11 (2) 


и, кроме того, благодаря (9) можно так выбрать постоянные 4;, что 


Продолжая таким же образом, получим последовательные полиномы 
оо (2), Фил (2), Фэз (2), ...,Фп” (2), удовлетворяющие всем условиям (4). 
Заметим, что последовательность полиномов $: (5), удо- 
влетво ряющих условиям (4), обладает свойством, что 
Ф* (1), Фи+1(2)....,Ф" (2) также представляет систему Т (по- 
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гнава '-Ё) при всяком # < п. В самом деле, еслиа < ж<... «<, 
к ОН, яхтель 


мы 
фт (20) ..- 9 (2®) 
"траняет постоянный знак. 
Положим (без ущерба для общности), что $;(2) > 0 при х—а 
достаточно малом. Тогда знак Д совпадает с знаком 
1 (2:1)... $1 (2») 
не 
$" (21) ... Фи (2). 
который поэтому также знака не меняет. Повторяя то же рассуждение, 
замечаем, что при всяком № 


Фь (5») ... ФЕ (%.) 
И 
Фп(2ь) ... Фп(7и) 
сохраняет постоянный знак Д„ = 9, (2.), т. е. положителен (в частности, 


Фи (1) > 0 при а<х=<6.. 
Следовательно, полином 


Р(®) = Уще (а) (11) 
1=Ё 


не может иметь более п—А корней при а<х=<. Будем говорить, 
что х=а является корнем кратности А < п заданной системы 
Т для полинома Р (5) вида (11). Очевидно, что кратность корня х=а 
полинома Р(х) не зависит от выбора полиномов $;(5) данной системы, 
удовлетворяющих условиям (4). 

Аналогичным образом определим корень кратности №, (данной 
системы Т) в точке х=6, имея в виду, что всякий полином Р (5) 
данной системы может быть также представлен при помощи некоторых 


с 9; (=) 
полиномов 6;(5), удовлетворяющих условиям Пт —^_— 


т —=0, в форме 


п—К\ 


Р (2) = УЬе(2), 
=0 


причем А, > 0, если Р(5) =0. 
ИМЕН, Серия математич., № 5—6 2 
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Покажем, что 


ЕЁ, = п. 12) 


Это неравенство очевидно для №, =1, так как тогда К < 1 велецет ие 
того, что если бы Ё=п, то Р(1) =аиФ, (т), но Ф„(5) > 0. Вэсбтие пря 
увеличении №, максимальная кратность Ё корня а полинома Г!а} 
не может возрастать (так как число произвольных параметров убве-т); 
необходимо лишь убедиться, что Ё при этом действительно убы ест 
Для этого заметим, что если бы мы имели также 


п— 1—1, в 
Р, (1) — 2 р; 6; (2) = Уч Ф: (2), 
+=0 +=^ 


где ага, = 0, то соответствующая линейная комбинация 


п П—Ё1 
ХР (=) + ьР, (2) = > а; $: (1) = 8 Ь; 6; (2) 
Е #0 


имела бы в а корень кратности А--1, что противно допущению. 
Но если мы для всякого К построим полиномы 


п Е 
фь (=) = УАше (@®) = УСь6(®) (&=0,1,... п), 
1=А 


=0 


то фо (2), $, (1),... , 9. (2) и будут служить базой для данной системы. 
Полагая 


6; (2) = Уане (2) (=0,1,... п), 
1=0 


мы имеем при каждом данном Ё систему из Ё линейных однородных 
уравнений 


Е 
Учись =0 ЕО. ,&—1) 


3=0 


для определения С (}=0,1,..., К). После этого получим 


ь 
Ав = Уан Ск (>. 
1—0 
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Кроме того, так как согласно сказанному выше, Сь, > 0, следова- 
тельно, все главные миноры определителя 


= 


@00 @1о Ч -.- @по 
ул. ть вос, оба ОЙ 


от пая аеьь ЧИ 


должны быть отличны от нуля. 


Замечу также, что условия (2), совместно с условиями, 
что фо (7), ...,Ф» (2) образуют систему Т, влекут за собой, 
что любая часть их также представляет систему Т, 
т. е. систему Декарта 0* как справа, так и слева. Действительно, 
как было показано выше, все миноры определителя 


ее т ао ов № © 
а ом о а 


Зе ое: а ие ков а 


составленные из элементов смежных строк, положительны, если 


ааа. о Нов цитирэванном месте доказано, что отсюда 
вытекает положительность всех миноров. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 20.1: 4938: 
Академия Наук СССР. 


ЗЕВСЕ ВЕВМУТЕМ. ОЁТЕВУМ1МАТ!0М ОЕ ТА ВАЗЕ 0?0М $ЗУЗТЕМЕ 
УЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ 


ВЕЗОМВ 


г а 
501 /о (7), .-., /» (2) ип зучёте Т 4е Гопсйопз 4е ТевеБусвеЙ зиг]е 
зестпетф (а, 5). Оп Ч але 1е зуз ше 4е Гопсйопз 


(2) = У АьЬ@®) (@=0,1,... ,п) (1) 


&=0 


50% ЗЕВСЕ ВЕВМЭТЕГХ 


гергёзегие 1а Базе 4и зузф@те Чопиб, з1 1ез роТупбтез $;(2) }ошлззет® 
4е Та ргорг16 6 дие 


о 
В а (2) 


Оп 4етопте дие 1ез 1опсотз %;(5) зопё а6егилибез а ип {асбеиг соп- 
$(апф ргёз, её оп Чоппе ип ргос6@6 сёпёга]! роиг 1епг Ч@егилпайопт 
еМесмуе, се Чит ргоиуе 1епг ех1зепсе запз ацсипе гезблейюоп зиг 1а 
паиге Чез Гопсйопз }: (2) (зай 1а сопйпай6 41 езё ипрИдабе Чапз ]а 
ава Илоп шёше 4ез зузёётез Т). 
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С]аззе дез зс1епсез Отделение математических 
па\В6таЧаиез е\ патигеПез и естественных наук 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


ОЦЕНКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 


В работе дается более простой вывод оценок тригонометрических 
сумм с подсчетом коэффициентов оценок. 


В моей книге «Новый метод в аналитической теории чисел»* содер- 
жится систематическое изложение моего метода оценки тригонометри- 
ческих сумм, а также некоторые приложения этого метода. В .настоя- 
щей статье, уже не останавливаясь на приложениях, характер и разно- 
образие которых в достаточной мере были выяснены в указанной книге, 
я снова обращаюсь к центральному вопросу—оценке тригонометриче- 
ских сумм. Здесь я даю более простой вывод оценок этих сумм, при- 
чем даю более точные формулировки теорем, подечитывая не только 
порядок, но и численные коэффициенты оценок. 

Как и в прежних работах, символом (2) обозначается расстояние 
вещественного числа 2 до ближайшего целого. Буквою 0 всегда обо- 
значается число, модуль которого не превосходит 1. 

Леммы 1, 2, Е 5 приведены без доказательств. В несколько. иной 
форме эти леммы имеются в указанной моей книге. 


ЛЕММА 1. Пусть $ целое > 1 и 


ЕЕ: 
Ч: Л р 
ПИ ги 
А; = ее ое и р о еж > $ 
$ м =| аа 1+1 
сч ин ° 
я" з 2" я, 
1—1 1—1 
ти 2: 
Тогда имеем тождества (А, =1) 
: 1 
А; = (2. — 21) (23—2,)... (2—2) А 2 = р ЕаА И 
(23—12). ..(144—1ь) 
(24—21), 
где Д.41 есть сумма произведений чисел х,..., Лу, взятых по 


$—1— 1. 


* Труды Математического института им. В. А. Стеклова, т. Х, 4937. 
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ЛЕММА 2. Пусть О и Р целые, Р>0, ПЪ\, а вещественное, 
{У вещественное, т целое > 1, 


а 6 


ме (а, 9) =1, > 0, 
О+Р я 
в 

+1 


Тогда имеем 


= (2+1) 6то+ 4108 9). 


ЛЕММА 3. Пусть О и Р целые, Р>0, ПО, 1<В<А- 1, $(у) 
вещественная функция, удовлетворяющая условиям 


(++ уе =и,..., Р-1. 


Тогда 
О+Р 
ое (0, и) < (4+1) (ЗИ -+А1ов А). 
хи 


ЛЕММА 4. Пусть п целое =2, 


И ГП р-Ьи 
Пусть, далее, переменные 51, . 


., гп пробегают целые числа, лежащие 
в интервалах 


ограниченных условиями 


: : 
Ура аореаунй арт 
Ха. -У,> В = и п— 1), 
—Р<Х1, У, = р; 
каждое из чисел х),..., хи, имеет одно из значений 1, —1; наконец С =1. 
Тогда число Е систем (51, ... , го) с Условием, что суммы 


й т 
же. ге... ВОЙ о жа (1) 
лежкат в каких-либо заданных, интервалах с длинами 
—1 
бес тс ерь, 
Удовлетворяет неравенству 
п(п—1) 
Е < 5С"Н, ® 


Доказательство. Пусть 1 << п и пусть в:41, ., п заданы, 
причем суммы (1) лежат в указанных в лемме интервалах. Тогда суммы ' 


01: аи оасеО 
очевидно, лежат в определенных интервалах с длинами 


С ЗС. сои бр 
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Пусть 11,...,1; 1+“, ..., т две системы в... ..,6; © ука- 
занным свойством. Тогда имеем 
("а Е 6 (1%) — вс 
те ела ати, 
(11 + 6) т (1-5; 8; 0; С т 
*1 Е а а ты = Р 
откуда, при выбранном определенным образом знаке, имеем 
| (Мг + 61) И (Е Я — № 
1-5, Е. 
АЕ; = А’; А = и ее . Ее ы . в. 
(1+5, —\ (2 5)“ —% 
а | 
| (1, + 81) ее (Ма) — а @С 
1. РУЗ По 1 
А? = а ке 
(и, и — т (1 ба)" оный вр 
2-61 +7 26а р | 


Отсюда, применяя формулу Лагранжа, без труда найдем 


+1 
9,С р’ 
ме= Уа ее 
1=0 
где Д; и Д® суть определители леммы 3, причем 42:, ..., 2; удовле- 
творяют тем же неравенствам, что и 6., ..., 0:. Каждое э; амеет 


одно из значений 1, —1. Но, согласно лемме 1, 


А Е НА, — м риавАк г 


Поэтому 
1 Я Ср—1 
1 Р 
И — У (1) (— 21)... (2). 
1=0 


или, в виду справедливости при # > ] неравенства 


— т; > [22—)-—ПВ, 


имеем 
1 И сне" 
191 < Риз. 88) 
Е а | 
Е сн У а Е ЕНИИ а нони 
где 
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Это показывает, что г;, при данных 0;:,, ..., ©», имеет 
1—1 
< 14СН'" "РА 
значений. Такое утверждение верно и при #=1, если взять [.=1. 


Действительно, число случаев, когда %,, при данных 0, ... , %, 
лежит в интервале длиною С, будет 


ет -оН та 


Поэтому 
3 1 Я 1 \"—2 тж 0+1+...+(и—Ю 
Е < (1+1 (я а Я Ч 
п(п—1) 
ас, 
ЛЕММА 5. Пусть п целое = 2, =, К целое, П >4, 
а 108 П 
п Е ов (1 — у)’ 
М > 1, Р1 —> и 
рь=рЧ-—"" (=1,...,А). 
Пусть, далее, задано 2 целых чисел #,1,..., п, удовлетворяющих 
условию 


р. 


и пусть при каждом значении &, независимо от остальных, заданы Сь 
систем 


(Ош, Оц, са О). 
Каждая система состоит из целых чисел, удовлетворяющих условию 
ты 
| О, | = Мр: >, 
причем, каковы бы ни были заданные # интервалов с длинами 
В (1) а-у) п (1—5) 
2М р: , 2Мр‹ а о , 


число систем (Ив, Ои,..., Пь), числа которых соответственно лежат 
в этих интервалах, не превосходит одного и того же числа Ф,. 
Одновременно с системами (Иль, Ои,..., Пыь) рассмотрим системы 


(О», (1, ЕК О 
определяемые равенством 


ОЕ О (АО. И 
Тогда имеем 


р т 
| 0, | — 2Мра, 
причем при любых целых 2ь, 5, ..., 2. число ф (ль, ..., 21) систем 
(Пь, Оь.... Ол) в убяовием 
Иды, И. ., в 


Удовлетворяет неравенству 


ф (ав, 2... , 4) 5... Фи 
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и, кроме того, распространяя суммирование на все возможные системы 
(272 2-1), имеен 
О О м 


ЛЕММА 6. Пусть п целое > 3, . ф =1, А иле п _. 


108 3 (п - 1) 
— 105 (1—5) ? 


женая 9, =6’ и 6, =Х,, где 
и; 1 и" 1 
к = [1+2 +3], "= [1@+0+2 ]; 
1 = (1—5)'-1, б=бада, 
р, целое, р: и (п -е 1)]2 (п-1)? 10& =”. р: ==ри $ 


Пусть, далее, у вещественное, Е (3) вещественная функция, в интер- 
вале 


= ь—=26:, причем имеем в виду два разлачные предполо- 


у < УР! 
удовлетворяющая условию 
У) (=) 
вет! 


Р1 
Т. Е > е? та Е (у+х) 3 
СЕ 


5 


и значения в даны следующей таблицей: 


РооАьй Е чо боры одна енад| ео ао | аа вас назад 
[ = 
й 0.286 0.10 0. 146 | 0.142 | 0.089 | 0.073 | 0.061 | 0.051 | 0.044 | 0.038 | 0.033 0.09 
Тогда 

| Т. [8* 


не превосходит числа 
12.6 Бур" ** ра", 

сложенного с суммою 
О ве 


слагаемых, каждое из которых имеет вид 


И о е?та (ГХьа-+УвХи+ .-. +У1ХИ, 


где суммирование распространяется на системы целых чисел 
(Х,, Они Хи +4), 
построенные в зависимости лишь от п, Е, р. При этом 
РИ 
| Х, | < 26 р: 
# число $ (51,..., 2.) систем с условием 
ое ту ОЕ 
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при 6: =6’ удовлетворяет условию 


= а 
У (а, . 2) < обннтнь ть р (р... р) ®, 
а при 6, =6” удовлетворяет условию 
5 Зал. 
(аа... > 2) < (почт ть рр" (рр... р 
Коэффициенты У„,..., У, определяются равенством. 


уж 


ь г! ь 


гбе значения ту, отвечающие различным К, суть целые положительные 
числа, построенные в зависимости лишь от п, Ё, р\. 
Доказательство. Положим 
те = [108 р. (105 2)" + 1], 
Вы рр (В 
р Е. А 
Нетрудно видеть, что 


1 
ра < РЕ Ра +1, ‘> Зуи» 


1 


< 2 2 
— (®-+ —(п— у) —пв 
ро [Ооо о В -МоЬ ори 


41° Интервал 
О т= р 


подразделим на 4› интервалов с одинаковой длиною < р.. Каждый из 

этих новых интервалов подразделим на 93 интервалов с одинаковой 

длиною <рз, и т. д.; наконец, получим интервалы © длиною = рь- 
Обозначим общим символом 


И — №2 е?тЁ Е (у+х) 


сумму, где х пробегает значения одного из интервалов, полученных 
после {-ого подразделения. Для каждой суммы ТГь при & < А, имеем 


Чл 


Т: —= » аа, 
9:1 


где суммирование, обозначенное символом о распространяется на 


все 41+: сумм Ть+1, полученных подразделением интервала суммирова- 
ния суммы Т:. В частности, имеем 


Ч. 
Та № Та 


Отсюда 


Ч. 
Ь (®—1) ие ` 
Риты | № Ть = То 1) т 1) 
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Точно так же для каждой суммы Т, имеем свое равенство вида 


9 
р т, 


откуда тем же путем выводим 


93 
Ь (Е— г — 
12а ( и" 2) у - я 


Далее, находим 


94 
| т. А = | т. р 9 (Е—3)—1 ь | а 


ПЕ ы 
и Та а Ть |. 
Из найденных неравенств выводим 


ЬЕ Ь(Е-1)-1 6 (Е-2)-1 Ь—1 
[Т: | о. , о. ) ОЕ Ук, 


где суммирование распространяется на все 4;...4ь значений К! вида 
Е 
[2] : 
К =]; = Ти (@)) 
1=1 


© условием, что интервал суммирования каждой суммы Га (&=1,..., 
К —1) является частью интервала суммирования суммы Т,. Далее, 
в виду 

ь(в-1-1 6(®-2)-1 1 

2 93 56 


4 . 9 492... 9&= 
О мое р ое ав" 
: В—1 К? ЕЕ —5 ев. а 
< (р: [> р (0 ..: Р%) ее | > 


Е —ь 
< 2р: (м... , 

уже не заботясь о том, чтобы одни и те же слагаемые К, не повторя- 

лись, мы можем короче сказать, что 


| ИЯ |2 


не превосходит суммы 


Ре 


слагаемых вида КУ\. 
Пусть 
ета Е (ухо) 
одно из слагаемых суммы ТГ». Это слагаемое является общим для всех 
сумм Т.,..., Тк (Тена является частью Т,. Подотановкой 2=2- 0: 
сумма Г: приводится к виду 


Пн ее 0, ф (51) =Е(у оц. 
+ 


^ 
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где с; пробегает все целые числа некоторого интервала 
— оо ро, О<о<р, 
или же часть этих целых чисел. Применяя формулу Тайлора, имеем 
$ (51) = У" УЕ... Е Уше+ Уь, 
где У,,..., У, действительно имеют вид, указанный в формулировке 


леммы. 
Кроме того, 


Ей $ 
УЕ (им), УР ИНОИ, Оха. 


Следовательно, 
хр ТЕТ ®--1 п-1 
У До 0 
и потому 
т-1 


(ед = До Уна... Е ар 


2 Вспоминая, что 6=26,, имеем 
т 
И 5 Е ет (и) о О ь 
К + 


Отсюда видим, что (; есть произведение 6 =26, сумм, из которых 6, 
равны Т; и 6, равны сумме, сопряженной с Т.. 

Разбивая интервал суммирования каждой из этих 26, сумм на 2 
интервалов, каждый длиною В.., мы каждую сумму разобьем на 2° сумм, 
соответственно чему произведение И, разобъется на 2“? произведений. 
Каждое из этих новых произведений мы будем обозначать одним и тем же 
символом 21... Оно будет состоять из 6=26, сомножителей вида 


№ ет Ф (ев), 


где х=-Ё 4 (для половины сомножителей х=1, для другой половины 
сомножителей х= —1) и в; пробегает целые числа (опять-таки все или 
некоторую часть) интервала, имеющего вид 


—ю-- (#—1) Вь < або аВь. 


Это число & назовем номером сомножителя. 

Если среди номеров всех сомножителей произведения И. можно 
выбрать п номеров с условием, что разность между каждыми двумя из 
них численно >> 1, то произведение 21. назовем правильным. В противном 
случае произведение #1; назовем неправильным. Очевидно, для непра- 
вильного 7, можно указать г < ий —1 чисел 


| 
в условием, что номера сомножителей могут равняться лишь 2г числам 
Я В 


Отсюда нетрудно подочитать число В‚; неправильных И. Действи- 
тельно, все неправильные 2,, можно разбить на группы, относя к од- 


] 
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ной и той же группе произведения с одинаковыми 2,,..., ;. Число 
групп, отвечающих данному г, очевидно, будет 
< ет. 
В каждой же группе будет 
= (2г)? 
произведений. Поэтому 
7%«—1 
Вь< У 2” (27)? < (2п)°.—". (3) 


Правильные произведения Й„и назовем произведениями би. При 
5=1,...; 1: —1 правильные произведения 71,.-1, полученные подраз- 
делением интервалов суммирования сомножителёй неправильных Диз, на- 
зовем произведениями 71;. Все произведения Ам» получаемые .подраз- 


делением интервалов неправильных 21-,_1, назовем произведениями 
й,,. Пусть Ё.; число произведений 5. В виду (3) при $ >1 имеем 
$ 


а фея (4) 
что, очевидно, верно и при $=-1. 


Имеем 


К 
’ 
А = УЕь, Вы = УХ 2. (5) 
$=1 


”. ма : 
‘ 5* 
3° Рассмотрим теперь какое-либо определенное #15. Пусть $ “ли 


ЗЕ 95... < В 
расположенные в порядке возрастания номера тех п сомножителей, 
которые упоминались в определении 2.. Тогда имеем 


ев. 2. О=Ь.... п ®. 
Переменные, пробегающие значения 5;, отвечающие этим сомножителям, 


обозначим символами 
0151, ---) Ол- 


Переменные, пробегающие значения ©:, отвечающие оставшимся $ —п 
сомножителям, расположенные в каком-либо определенном порядке, 
обозначим символами 

015, пт.) 0456. 
Тогда, согласно 2°, имеем 


2, = Хе)... У ети@ьь, 
2151 9155 


где 6, из чисел *х,..., жь равны 1, а остальные 6, из этих чисел 
равны —1. Отсюда находим 


= > с2т (У ьтья + УвУвв + --. + Ув + 82), р=Ьрр и, (6) 


г т т т 
Ты: = чо -... Е ж объ Е жа О т-1 Е хь ов 
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Очевидно, 
[Ув| = Бру. 

Пусть Р.з обозначает число слагаемых суммы (6) с условием, что 
Таз, ...) Т: 5. 

лежат в заданных интервалах с длинами 


Вр оваь ПлЕн 
Число систем 


245,1) ---) 0156 
будет 


—п 5-па-—3(6—п 
и) 
Для каждой такой системы суммы 
т 
1:1 Ня < с эе Жи 1зту +: - > Х10151 == ...- ЧЕ хабы 


будут лежать в определенных интервалах с длинами 


В о 


1—у 2(1—У) п (1—5) т—1 
Ру Р! Р: = 
и о 


В виду 


и леммы 4, число таких случаев будет 


ен. 


п Во. 2 
< 16 (25)"р,* 2 


Поэтому 
п--1 ‚п (и—1 
Е, < 32 Втр а о вр а) 
Далее Я, можно представить в форме 
Я: = з ет, па + Ув вт + -.. + Уз + 02) : (8) 
где суммирование распространяется на системы 
О, нео, < т (9) 
с условием 
| "| = В рь, 
причем при $ < 7: число Ф.. случаев, когда О:1,... ‚ О::;ш лежат в за- 


данных интервалах с длинами 
1—у п(1а— 
р 


согласно (4) и (7) удовлетворяет неравенству 


т, ие. 
Фи, < 32. 275" бп) 2 нет (40) 
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Дополнительно к этому число Сь, систем (9), т.е. число слагаемых 
суммы (8) при $=1,..., т: удовлетворяет неравенству 


„С < (п)? 2" ВВ, = (п) р 2—6 - (4) 
В частности, в виду 
т И 
и 
отсюда имеем 


БАНЕ диод, ПО 
1 # 
Фы, = бы, < (4т)Ъ р, о Я 


Следовательно, неравенство (10) верно и для $ = 1. 
40 Выберем теперь соответственно каждому # свое $: и рассмотрим 
произведение 


А 
Вены Е. 
$=1 
Из (2) и (5) имеем 
о О: (12) 


где каждое $; независимо от остальных пробегает значения 
Зе 5. АЖ) Те. 
В виду (8) находим 
© ($1)... 5) = о ел + У + ... + УИ +8Н), (13) 
где 
0, = О:.„- зез = Оз, 
т 

| О: | = 

и, кроме того, в виду 


Вы) бы 
можно положить 


Н=26 ри" 
Применим лемму 5, взяв М =. Тогда окажется 
10, | < 26 ри. 
Далее при $, =6’ число $. (21,..., 22) систем (И1,..., О») © условием 
ЛЬ И, 


удовлетворяет неравенству 
уз [Ф. (21) А 2и)]* < Ст: 31°) > Съз, Физ. .. Фь.,. 


Но, применяя обозначение У)’ равенства (12), при заданных #1,..., а, 
ммеем 


$ (21, ...› 2н) = № $1 @,, ты 20) 
[Р.Е ль Х ыы. › аа, 
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откуда, суммируя на все 2:,..., 2», находим 


У (а, Рае Аа 
< (1 ... т)? Ст, ... Съз, Ф,:, ... Фьз, 
что, в виду (10) и (11), будет 


а 
< (%.. . в)? (32. а: > (Р1..- Ра) . (2 и 
Но имеем 


1 
„+в 9 о 


ею 


26-7“ 
пт 


(та... 1%)? < [108 р, (1052) № =рь, 
__ 2108 [У 108 р, (1052) *] 


5 , 
и 108 Р\ 


_ 108 [У-27 (п + 1} . 1ю5ей . 108 7 (п +1) (1082) Ч У 
и (п 1}. 105ей : 108 Я (п 1) (1— > ) 106 32 (п +1). 


При данном п, наибольшее значение правая часть имеет, если 
й=1. Отсюда находим 
<>, 
где = действительно имеет значения, указанные в условиях леммы. 
Поэтому 


т п -1 
= . Не 


Ханое р в 
Пусть теперь 6, =6'’’. Тогда из леммы 5 следует 


ф: (21, ...э ет) =. Ф!:., ... Фьз,, 
откуда 


$ (21, .-.-, 21) З\1..- Мк Физ, ... Физ < 


Пе п-1 
267-51 тв 28 
оо 
Наконец, замечая, что при вещественном & 
| ета — 1 | < 2з1щ ла < 2па, 
убеждаемся, что отбрасывая 0Н в показателях суммы (13), мы изме- 
ним | 7, |5* на величину, модуль которой 
В Тр" 
1 
ТЕОРЕМА 1. Пусть п целое > 13, а»  Челое > 0, © целое, 
Р целое > 0, а..1,..., а, вещественные, 
а 0 
Чт Рав, (а, 9)=1, 
О+Р 


Е (2) = @п4127"1 +... +а:2, 5= >: е?птЕ(2), 
#=9+1 
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Гогда имеем 


1) [5 | го 16пРа-в, = (п +1) 108. (п) 5 


если - = 
з 
1=9=Р, т= 0”; 


1-р а. 1 $ 
2) 15| < 8 (п-+1)Р”?, р (пита, 


если з 
Р=ч=<Р", т=Р“, Ч=рР”, 
1 а < 
о 
ар РИ 
если 


Е О а 
Доказательство. 41° Пусть сначала 
Р=а= РЯ. т = РУ. 
Положим 
Ь—2 [+ ®-+2) ®-+3) ], о 
ОР = [ВИЕЙ 1], 199. 
Сначала рассмотрим случай 


во 
Тогда окажется 


а 
Имеем 
О-+-Р-р: р: 
Х Гаем, т, = Уечгочо, 
у=О-1 х=1 


1 1 
5=> ХТ, -вр. 


у 
Отсюда имеем 


1 
15155 (Ри УТ р, (14) 
Г 


`К выражению 
1Т, ре 


мы применим лемму 6, сохраняя все ге обозначения. Суммируя по р 
какое-либо одно значение К этой леммы, имеем 


х К = У. .У ф (21, ево 2) | р ет (УТ п2ь+...ЕУ121) ‹ 


2=—31 7щ=—% У 
где 


С. = 26 р: —1, 


ИМЕН, Серия математич., № 5—6 
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ь т 2 
У... Юм, мл =И, ИО о 
я Е У„ = (п- 1) тазу таь. (15) 


Далее находим 


о К= и ри р Ре > > 2 оетаи--тыныа(уиь + На-де —= 
У 271 


25 У \Ш 


п("+И _, Й 


< Уи. дп Вр. 2 С. С = 22 № шт ( 46, 2 ((п--1) тан, и ы 


у м 


К последней сумме мы применим лемму 2. Получим 
С< (Р-р) (2+1) 5 п-т. 45р+910549] < 
< Рр" [40 (п- 1) ть-+ 4105 4] < 4АРр? фт 105 Р. 


Поэтому 


в (т -1) 


Ук<И ит. р, ? Р1о%Р. 
У 


Следовательно, в виду леммы 6 и (15), имеем 


Г пе опт +1 
>: | те |р® = у Ат й д” г | = 5 Р1о5Р . 
У 
А тогда из формулы (14) выводим 


пЕ, сп(п-+ п 


+ 
[< тре Во Рос Р р, 


Но здесь имеем 


уз < 0.0004, з=0.033, о 0.25 ние в < 2 


У | о: —1+0.001 
й 25 г 
< — 0.715 — 
а п{2 пфз 2—1 105210 +1) - 
али во. ЕЕ И 
1.03 
Зи И › 
р < (а 0т+5.23 СА — 9” 
Поэтому 
ть 1.03 ие ее 1.03 
[95| <7.6Р +10 ьт-+) 1 ро +1 <7.8р @+1-: зе, 


Таким образом для рассматриваемых значений 4 теорема доказана. 
Для малых значений 4 теорема проверяется непосредственно. 
20 Случай 1° нашей теоремы непосредственно следует из результа- 
тов, полученных при выводе только что рассмотренного случая. 
Пусть сначала 


4 > [1.001 (п -{ 1) 21-0 яч) 1ова-обе, 
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Сумму 5 мы разобьем на 
‚р 72) 
НЫ = ЖЕ 
4 та 4 
сумм вида 
О-Р: 
$: = № е?тт (х) 
х=@-1 
с условием 
И = 9 = ор 
Здесь имеем 
— 1084 
о 


< 1.001. 
Поэтому 
НЫ. а Е 
15:| < 7.81.Р, бо ювыае-ь < 8пр, чету < 
1 1 
Де —— 
= 8п4 (1-5 1)3 105 (т--1) о 16% Р9 (п- 103 108 (1-1) 
Если теперь 
4 < [1.004 (в - 1) ]Е`1-001 (е+л)з1ов 1.001е, 
то теорема проверяется непосредственно. 
3° Пусть 
—52 --1—5У3 _з = 
р" ок р ме а==Р" 1 — т < Р* 
и, следовательно, 
Ох -=1-у?. 


Положим 
Л с 
6=2[+(®+2) ®-Е 3) |, 
ная __ Г 10527 (п-+ 1) 1-тУ 
к ни РИ р 
Тогда 


< Зи. 
—108(1— 5) 
Сначала рассмотрим случай 


р. > [Е (п-- 1) +в ей 


Повторяя рассуждения вывода 1°, найдем 


Р: 
15| = = м р» | Ия м р т. = о е?татЕ (у-х), (16 
И 
у х=1 


К выражению 
| т | 


применим лемму 6. Суммируя по у какое-либо одно значение К, 
получим 


в(и-1) _ 


, ке Иж ; а, 5 СЕ 
у 


7 


у вы а ей НЕ р] 


3* 
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С< (Р-р) (7+1) Бат. 4+9 < 
< 2Р[20 (п-+ 1) БР рт + 2реР"" 1 * (п 1) 102 Р] < 
< 4тв Р'-4Й 1орР. (17) 
Поэтому 


паи | я 
ЗИ ИтА”р ? ра ие Е Р. 


ии в виду леммы 6 и (17) имеем 


пе __ + +1) 


2 = - 10 Р. 


я ы +28 (5 о4Бт-б рт 
а Из о 
А тогда из формулы (16) выводим 


р вт (в -- 1) а ь. 


ОР "ов РЕ + р! 1. 
Но здесь имеем 


от (п +1 


не 
2 —= 


ое 5 ы р ;. 

Е: у уз < 0.006, = 0.033 
юЕР < Р’®, 

—1--0.25 0.006 -- 0.033 - 0.061 = — 0.65. 


2 


Поэтому 
_1. 03= 
ЕН 


0.65: 0.65= а 


Я < 7.60р" з8 4 р! <7.8пр" ® <7.8пр снов лов + 


В случае 


= [2 (п - а 


теорема проверяется непосредственно. 
49 Пусть теперь 
—? 
АН Р. 
Тогда из доказанного в 30 следует 
к: 


РЕ 


(1+1) 106 а 


15| < 7.8иР 


уда непосредственно следует теорема и для оставшейся нерассмо- 
зренной части случая 15. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть п целое >14, ОирР целые, Р> О, Е(з) веще- 
ствениая функция в интервале 


О << ЧР, 


? 


удовлетворяющая условиям 


Е ИЕ 1 
а 


В+) (5) | 

ее | = А, Я 
(7+1! АР”! 
где 


баба 
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Пусть далее 
ОВ 
о о е+2т1Е (2) , 
; 2=©О-1 
где знак -- берется произвольно. 


Тогда имеем 
1—5 1 
= ор я р 
|5 [= Рю п 1) 
Доказательство. Достаточно доказывать теорему лишь для 
случая, когда в показателях слагаемых суммы $ стоит знак +. По- 


ложим 


= 2] (+2) "®-3) |, __ 


А РР, К [ ВИН |, р =[А”=. 


— 1054 —5) 


1° Сначала рассмотрим случай 
А = [7 (п м Ех 10867 
Тогда окажется 


а м о 


— 105 (1— У) 
Имеем 
О-+-РЬ-—р\ Ра 
К у Т.-- 0р”, Е. ет (и+®) , 
у=©9-+1 = 


1 
5=,.> Т.- 0р.. 
у 


Отсюда находим 


1 

1 1 ьк 5% 
рог ра 18 
Ра РЯ! 1] ( ) 

У 
К выражению |7, |” мы применим лемму 6, сохраняя все ее обоз- 
начения. Суммируя по у какое-либо одно значение К этой леммы, 
имеем 


[ат в 
>. в № Нос 2 О (ие за в) | Уертиуьяь+ + У!) |, 
У 71=—"1 п=— п У 
где 
Ор 
2 в № ПО, ой 
71 7ъ 
646+ ттт, в 
И’=(.2 АР) р рае Рь) В; (19) 
Е" Ч х т) 4-х 
Ра уу (у, 
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Далее находим 


р К < И" у ть 2 > > РУ Уре ой = 
у 71 
р и и. зе пы ое х У пп ( 46-1, Су — о 


Но имеем 


Руа а — Ру + о) __ Ру оао) 
С а ие (п—1)! 


и, следовательно, 


1 
- = Уи 1) — Ут (9) =-т. 


Отсюда, согласно лемме 3, имеем 
— 1 
С < (Р-р) (ЕТ) (Вор + А10вА) < 
<Р.9т1. Бр" 108 4( ва ") < ЧЬрт-—Р1овР. 


Поэтому 


т®(пт +1) 


К И тер > Р1о&Р. 
и 


Следовательно, в виду леммы 6 и (19), имеем 
1 


17. [^^ < 42.6" 


3 п вп(п-1) 
га и О р 94 о - у ий ло я ях - 2 Р 105 Р. 


А тогда из формулы (18) выводим 
4 2 
[$1 < В (12.6 
1 
Е. ‚пить к 


ть И зто Ри— "(п г 102 Р + р. 


Но здесь имеем 


2 4 72 
> = 
РЕ -ч>- 0.3485, 


39 у 0.001 
Зе = =) < 0.2693, 105 1 : 


г пе сп(п ее, Б 
ал ЕВ 
17 
ВИН. < 426) в 90:26 Ь" +2.26 =: 1.92 : 12. БЬА = 0 


Поэтому 


1 0.3485 0.3485 


5 < Рп(1.01°" 4.9 %ро 1 р, < 7.88Р. в. 
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Но имеем 
0.3485 0.3485 2 
ЬК О 5 о - 
- 2) п +3] (п- 5) ве и 


и — 1.394 ы — 1.06 
46 17 27 10860 ь я (п + 1)310° 2 (п + 1) ° 
оо 


Таким образом теорема доказана для рассматриваемых значений А. 
2° В случае 
27(п-1)3 105 ей 
Ак Е Е 
теорема проверяется непосредственно. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 11. ХГ. 1938. 
Академия Наук СССР. 


Т. У МОСВАРОУ. ЕЗТМАТТОМ5 ОЕ ТВтбОМОМЕТЕТСАГ $0М5 


ЗОММАВУ 


1 4Ъе ргезеп рарег Г элуе а зипр!е ргооЁ оЁ езитайо0з о{ 411- 
эопоше1са] зашз \ИЪ пашег1са! уашез оЁ {Ве соеН1елетз оЁ Те 
езитайопз. 

ТНЕОВЕМ 1. Геё п фе ап пиевег > 13, аа: 


зетз, Р ап пиегег > 0, ава, ... , а, геа! питфегз, 


т апа 9 иие- 


0 
ата =» (а, 9) =1, 
О+Р 


Е(2) = ава"... ад, 9= о е?тёт Е (2). 
2=©-+1 
ТАеп же расе: 


у] 
— п +1105 (п +1) 


ого 16 Р9- о 
#] 
10 = В. т = 4"; 


1 
Р— в ювь и +1? 


о ОР, 


З 
Ро тр Р. 


Е т ь у 
) | | 52 2 В 1} 10 а 


524 1. УМОСВАРО\З 


й 
р а ров а= р". 


ТНЕОВЕМ 2. Ге п де ап имегег >14, О ап4а Р 1щезетз, РО. 
Е (2) а теай шптсейопт зайзрлте Фе сопайтоп$ 


1 _ Ра) 1 ТЫ], 
д а В ПАР 
т Ше ициегоа1 
9 < == ЧР, 
Дете: Р. = ДЕР, [= Иа", 
Еиг!ег [е1 
О9+Р 
Е С е+ т (г), 
2=0+1 


уйете \е 581 - 15 10 Фе ЗаЁеп атфигагу. Тлеп фе расе 


1—9 а . 
[$] 8пР”`, Р— в 00-9) 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГГЕТИМ ОЕ ГГАСАРЕМ1Е 255 5С3МСЕЗ БЕ УВ 


С1аззе дез зстепсез Отделение математических 
паветамацез е{ па{игеЦез н естественных наук 


В. И. ЛЕВИН 
О НЕРАВЕНСТВАХ. ТУ * 
К НЕРАВЕНСТВУ НИЗЕВТ’А-ВЕ$7’А 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Настоящая статья посвящена изучению одного интегрального нера- 
венства типа НИБегРа, именуемого неравенством НИБегРа - Влезл?а, 
и содержит его уточнение с наилучшей константой, а также обобщения 
на ядра с логарифмически усиленной особенностью. 


Пусть р> 4, 9>14, > 


1 1 
о 
р А а 
где Я а „= т; {(х) и 5(у) — неотрицательные измеримые 


функции, определенные для почти всех вещественных значений х и у 
и суммируемые соответственно со степенями р и 4: 


о< [Ро <, 0< | = <. 
Тогда 
7= [ У) рау = К(р, 9) ЕС, (1) 
ка [2 +у| 


где К (р, 4) зависит только от р и 0 (1). Заметим, что наилучшее зна- 
чение К (р, 9) неизвестно ни для одной пары допустимых значений р и 4. 
| Это неравенство уместно назвать неравенством НИЪег’а-В1ез2’а, 
поскольку оно является обобщением известного двупараметрического 
неравенства НИЪег’а (?) (3) (которое отличается от рассматриваемого 
тем, что все интегралы распространяются от 0 до со), но требует для 
своего доказательства одной глубокой леммы Г. В1ез2”а (*). Что нера- 


* Первые три статьи этого цикла: О неравенствах. 1, И и 11 см. Матем. сбор- 
ник, 3 (45) :2 (1938) и 4 (46) :2(1938). Настоящая статья объединена с предыдущими 
лишь общей тематикой и от них не зависит. 
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венство (1) лежит глубже двупараметрического неравенства НИБегГ’а, 
следует уже из того, что в этом последнем ядро (х--у)-^ имеет лишь 
особую точку х=у=0, в то время как ядро |х-у|-^ двойного инте- 
грала левой части неравенства (1) имеет особую линию х + у=0. 


$ 1. Лемма В1е57’а 


В виду того что на лемму В1ез2’а опирается все последующее, при- 
ведем ее формулировку. 

Пусть }(5) определена для почти всех вещественных х, неотрица- 
тельна, измерима и обладает тем свойством, что для любого з > 0 мера 
множества значений х, для которых }(1) >е, конечна. Тогда равно- 
измеримой с }(5) симметрично убывающей функцией называется функ- 
ция |*(5), определенная следующим образом: если мера множества 
значений х, для которых [(5) > Х, где Х > 0, есть 28: 


тез Е {} (2) > Х}=2Е=2(Х), 


то *(=Х, #(— = (5). Функция }* (&) симметрично убывает и опре- 
делена однозначно, за исключением, быть может, счетного множества 
значений &, являющихся концами интервалов постоянности функции &(Х). 
В этих точках мы можем, например, определить ]* (&) как 


(ЕО (+о)}. 


Очевидно, что если Е(3) есть любая измеримая функция, то 


еда ее }аа, 


если этот последний интеграл существует. 


Лемма В1езр’а (“). Если }(5), & (у), й (Е) неотрицательны и изме- 
римы и |*(5), 2* (у), #* (1) суть равноизмеримые с ними симметрично 
убывающие функции, то 


со 


)} | позоветоетви <} | мовфьтенуага 


—© 


$ 2. Уточнение неравенства НИегРа-В1ез7’а, содержащее наилучшую 
константу 


Неравенство НИБег’а-В1ез7’а (1) доказывается с помощью леммы 
В1ез2’а. Покажем, что более полное использование этой леммы в <ово- 
купности с новым методом оценки ведет к несколько более сильному 
неравенству, содержащему наилучшую константу, из которого, в част- 
ности, следует и неравенство (1). 
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Нашей задачей является оценка интеграла 


и т. 1 (=) в (у) 
| РЕ Е а И, й 
По лемме В1ез2’а, 
ее г СР) в 9) 
ик - | ы орор 4249, (3) 


так что достаточно оценить интеграл /*. Заметим, что в силу свойств 
равноизмеримых функций 


ест, маи т 


—© 


Для любого 1 > 0 имеем 


Г )аё> Г т! (3), 
5 
и, следовательно, 
а2= вор |211? (2) < 5 Е?; (4) 
— хх<® 
аналогично 
1 
8" = ры СИ 8*" (9) = 5 6". (5) 
ры 


1 1 
Замечая теперь, что ПНР имеем 


е- 92 рю ей в 
и | ея" и 227 у [9 
т т 
вые 
1-7 и, ы ый 
ов [= (УР г И аи РеОе, (6) 


[2 у 


по неравенству Нб]4ег’а для двух множителей, где 


ыы ен 

И РВ 

р= | И [2 + УГ . )__ 
ая вы 
и 

- | мов | беты аа 
в : | го 
СОА = 
59-2)“ ЕР НЫ Ч, (7) 
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с 8, определенным в (5), и аналогично 


со 1 
= (1—2) а [2] Е 
о =а@-9 26 и а, (8) 


с &, определенным в (4). 

Знак равенства имеет место в (6) только в том случае, когда }* и 2* 
суть соответственно степени от |х| и |У|. Это однако несовместимо 
с условием конечности интегралов РЁ и С. 

Таким образом из (2), (3), (6), (7) и (8) следует 


ТЕОРЕМА 1. 
) В Фар в° А-В Ст 
где 
ЧР м: т 
Ве (0-5 о ба 
и 
1 ра 
о» 
у = = аЕ== 
а Е рае ар 
ДЕК в Е * 
= Ма ал >, Г(1 г (4) г (+) (9) 


Это значение Г.(р, 4) является наилучшим для каждой данной пары 
допустимых значений ри д. 
В виду соотношений (4) и (5) неравенство теоремы 41 является 
несколько более сильным, чем неравенство (1), которое из него следует. 
Нам остается еще показать, что значение Г, (р, 4) из (9) не может 
быть улучшено. Для этого положим }(2) =}. (2), #(у) =. (у), где 


1 1 
з 2 для О=я-ь [ 9. дня, Ч. 
1 1 
Е 1 ме 
(2) = \ тр для 9=%=—, Е у 9 дл в<у=<-, 
1 Л 
|0 для —<х, (0 для —<У, 


#(—2)=1 (2), 2.(—у)=5. (9), 
и з>0 достаточно мало. Тогда правая часть неравенства теоремы 1 


будет равна Г, (р, 9) (4 ю+2). го же касается интеграла 


р ыы 
У. = и 1 
© | ен, 


—_с —©< 
* Это неравенство было приведено в несколько иной форме и без доказатель- 


етва в одной из моих предыдущих работ (5). Указанное` там наилучшее значение 
(р, 4) следует заменить выражением (9). 
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то простые вычисления показывают, что /(з)=2 Л, (5) + 21, (=) + О (1), 


ле. 
ВЕ о 
м в 3 8 г 
ср ра ра 
У) \ Е. ОУ (8) \ \ Е | 
1 (=) рь и" у 2 (5) в. ый У 
Но 


а 
: = Вы Ч \=и < 
1 10° — 5 ыы 1 — в) == тк 
о (105) Л! (3) МИГ ие Ши (108) Л. (=) °4 ЕО Чт, 


и следовательно 


(®.е) 


со 
еек ; в 
]; ЕТ / А И" 
по (ов О. 
=> 0 (1 - 1) . | 1—& | 
0 о 

Таким образом в правой части неравенства теоремы 4 Г, (р, а) не мо- 
жет быть заменено никаким меньшим числом без нарушения справедли- 
‚вости неравенства для некоторых допустимых } и г. 

Следует отметить, что теоремой 1 еще не решен вопрос о наилучшем 


значении А(р, 4) в неравенстве (1) [очевидно, по (4) и (5), что (1) 


имеет место с К (р, 4) = (1), 9) ]. 


$ 3. Обобщения неравенства НИЪегРа-В1е$2’а 


Обратимся теперь к вопросу о том *, насколько можно усилить 
особенность на линии х-+-у=0 ядра оцениваемого двойного интеграла 
и при каких условиях этот интеграл еще будет сходящимся. 

Введем следующее обозначение: 


108’ = тах { 4, 1092}. 


Тогда имеет место 
1 Я 


ТЕОРЕМА 2. Пусть р>4, 9>1, 1 Ти, 


и $ — произвольные вещественные числа, подчиненные только условию 
5 == 0. Если (2) и 5(4) неотрицательные измеримые функции, 
такие, что 


* Эта постановка вопроса была предложена проф. С. Л. Соболевым. 
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(1 | - 
1,= | ЕЕ доза <КА, В+, 
у 


где К зависит только от р, 4, ги $. 

Условия сходимости интеграла Л, содержат, таким образом, одну 
степень свободы, выражающуюся в произвольном выборе одного из 
параметров г и $. Слишком сильное возрастание одной из функций ]* 
и 2* в окрестности начала координат может быть, до известной степени, 
компенсировано слабостью возрастания другой. 

В частности, из теоремы 2 следует 

ТЕОРЕМА 2а. Длл любого вещественного Ё 


‚= | ани 
со а в 
«к [ее Рае {ют} "РУ, 


ср, Чи», определенными выше, где К зависит только от р, 9 и К. 

Теорема 2а дает более гибкую оценку интеграла Л, чем неравен- 
ство (1). 

Метод оценки интеграла Л, примененный в доказательстве теоремы 1, 
соответственно обобщенный для интеграла Л,, ведет к теореме 2 только 
для г>0 и $—0. Для того чтобы доказать теорему 2 полностью, 
можно воспользоваться методом доказательства неравенства (1), приме- 
ненным НагАау, Гиеуоо4’ом и Ро]уа в их книге о неравенствах (*). 
Для этого мы должны сначала обобщить одно неравенство Нагау ($). 


$ 4. Обобщение неравенетва Нат4у 


Пусть 9>1, аи 6— любые вещественные числа, $ (у) — неотрица- 
тельная измеримая функция и 


х 


Фе) = | (9) (лов ау. 


Тогда 


со 


‚= Е ов} “ас ео а (10) 


где С зависит только от 4, а и 6. 

Неравенство Наг4у является частным случаем а=б=0 неравен- 
ства (10). 

В следующем ниже доказательстве неравенства (10) С означают поло- 
жительные конечные числа, вообще не равные между собой, зависящие 
только от параметров 4, а и 6 проблемы. 
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Пусть О < 2, <ехр(-—1—2|а| 4’). Заметим прежде всего, что, по 
неравенству Но\4ег’а, 


Ф(2)= | 2 (9) {0 


1 1 в 
1 5 Ч а 4’ 
<} мо {ву , уу} = 
0 
1 и 
Са? {105 „-} 79 (2) *, (11) 
где 
Е 
1 ь 
пб) = | 9° (9) (108 1} ау—>0 
0 
правой части неравен- 


при 2, —>0 в силу сходимости интеграла 


ства (10) **. 
Для оценки интеграла / рассмотрим (2, > 21) 


[ Е у ава | в це Е ее 
Х1 х 
и 1-4 { 108’ а. атах = 


о [о (де (2) (пов 
<19 фо (2) (2) { ве не } 9 {108 ы р И 


х1 


Хх=хХа 


+ 


8—8 


где 
м) | 1-1 { 08’ Вы 41 < 
х1 
ат 4 | 4 \-< 13 
= Си): { 108 } 1-9) 106 } ав, (13) 
х1 
по (11). 

Мы должны теперь оценить 

и) = | 11 { 108’ р (1 
* Так как для и (—1—2|а| 4’) 
а 
хх = и 


Ее з ти ау |< Сар | 1 {ю 


’а 1 ] 94 
\ {18-7} ау< Са, {1 в. 5 
10) тривиально- 


** Нели этот интеграл расходится, то неравенство ( 
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Если а <0. то очевидно 
со 


‚ 1 90 к ие И й Ио в 
1, (2) = {108 =} [ сч Се т {10=', } з 
х 
2 1 
Если же а > 0, то поступим следующим образом. Для х>__ имеем 
1 (2) ео ты Те: Г ны 
—1 
Для 0 <х<е! положим в == шт { ‚1— (05 =) ‚ так что 1 —> 
== -. ие. "Тогда, дя бе 


х1 


И | гот} ба 


О 


га [108--} ао = 


Е 


<С {105 ий ре 4 Сха-Фа-9 С = 
< ба-ч {105} "| Сео {лов} | «сч {лв} "= 
= Сай-ч { 108 и 
Таким образом мы имеем 
(= | га а < бала {109 1} (05а). (14) 


Из (13) и (14) следует В < Ст(х,)->0 при 2, —>0. Следовательно, 
переходя в (12) к пределам х, =0 и 1, = оо, мы получим 


р —* (2) (2 ) {1 08 а | га 10’ } "аа < 


а 


опять по (14). Применяя неравенство Нб]4ег’а к последнему интегралу 
находим 


=С 


—> 


7 


или 


т. е. неравенство (10). 


О НЕРАВЕНСТВАХ 533 


$ 5. Доказательетво теоремы 2 


Во всем дальнейшем К означают положительные конечные числа, 
зависящие только от р, 9, ги $, вообще не равные между собой. 

По лемме В1ез2’а, Л, = Л,, где Л, образуется из Л, заменой } из 
на равноизмеримые с ними симметрично убывающие функции |* и 2* 


рый ы 
(заметим, что ядро |2 { 108 ТЕ является само симметрично убы- 


вающей функцией). 


Разбивая я на четыре интеграла, распространенные соответственно 
по четырем квадрантам, мы видим, что интеграл по первому квадранту 
(х=0, у=0) равен интегралу по третьему (5 =0, у<0) и интеграл 
по второму (5 =<0, у> 0) — интегралу по четвертому (х>0, у< 0), 
причем общее значение первых двух интегралов не превосходит общего 
значения последних двух. 

Таким образом 


со © 1 в 
. Е же 
Л. <4 || ЕЙ уе рдаьву а +4 , (15) 
*. 5 
где 
| со х {пох — | 
| Е вау, 
о и 0 - 
со у 1 ы 
*” ь 108’ — 
р | | Е моем 
у=0 х=0 


а и. 
т - [ребре | МЫ | о} "в (9) [1087 “ау. (46) 
хо у 


=о 
Так как, в интервале (0, 5), (5 — у)-^ { 105’ =, Н. Ю’} ^ является 


возрастающей функцией от у, а 3* (9) {108 Р \}"— функцией убывающей, 


то, по неравенству Чебышева *, 


* Неравенство Чебышева имеет следующий вид: если а(у)>0, 6(у)>0 
и а(у) возрастает, а 65(у) убывает в (0, 2), то 


х © х 


ебдь у) ы<х «ы4 Ь (и) ау. 


Следующее простое доказательство этого неравенства является, насколько мне 


известно, новым. Мы можем, очевидно, предположить, что х = ЧЕ 
1 Н 


\ а (у) ау = \ Ь (у) Чу =1, 
0 0 (см. след. стр.) 
ИМЕН, Серия математич., № 5—6 А 
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. (#— 9) 
х у в > 
«ЕР ие рта [коб раь 99 


2 ; И] р г. 
| Деу} {1ов’ И ау = {108 ей > | ий о. 
0 


а (у), В (у) =1--В (9), 


иа(у) и 6 (9) непрерывны для 0 <«у< 1. Положим а (у) = 
у) суть ‘ь убывающие функции и 


а [у 
так что а (у) и ( 


ть м 
\ =шаи= здау=о 
0 0 
Так как 
1 1 


аду аи = пе \ = (дз (и) 45, 
0 


то, очевидно, достаточно показать, что 
1 


| «(3 (4)4у> 5. 

5 

2 Пусть а (у) =0, В(у)=0, а«(у,) =В(9.) =0, 
ОЗ и<у<Ь а(у) >0 для 0О<у<и, 

В (у) < 0 для у. у<1 (см. фигуру). Неравенство а (у) В (у) < 0 может иметь место 


только для точек интервала 'у, «ух у.. Пусть шах |«(у) 8 (у) | = | а (1) | В (\} 
У <У< у? 
достигается в некоторой точке \, у, “т< у». Тогда 


1/2 
авы) ау> — [«(1) |8 (м) (и — 9), 


чл 


д . Ут 
и | =)8 (и) 4и2>8 (9) | «()4у> 3 (9) [< (9) 4—9, 
у 0 5 
| «8 у> ‘а (м) Ты) вы > | (1) 13 (м 
2 2 
так что 
1 
| «дз (ы) ву > 1= 18 9 {1 — 4} >06, 


0 
что и требовалось доказать. 
Ч 2 
* Так как для 0< 2 ехр на 


х 


т —^ ‚и г д1-2 ь 
| 
0 
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откуда, мо (17) и (16), 
А \ & *{ (2) 51 (т) а, (18) 
я у 


где 


аа [8 (9 {1ов’ "ду. (19) 


Применяя к (18) неравенство Нб14ег’а, находим 


со со т 


ЕЯ 
=к | [7 (юг 5} 74 | [т Та) де" — 
Х 0 


= ЖА, { | дах { 105' — у 1? (т) ах йе 8 (20) 
0 


Но, по (19), применяя опять неравенство Нб14ег’а, 


* 


* п’ 1 т 
= АВ. О 
и следовательно, 


р’—а 


»р’ #р’— РР. т (р’— „А 
.. (2) = КВ" я {10° } р а (2). 
Подставляя эту оценку в (20), находим 


р’—а 


лева о 


ь о 
еррьеручый, 
0 

ди 


так как АР 1 ое == —9. и Г(р’—49)=гр”= —74. 


г Ты ИА ] и 
то \ у Дл" ау < Ка *[ю} 
©) т 
0 
для этих х, и, следовательно, для всех 2 >0. 


* По оценке, аналогично произведенной в последнем неравенстве (11). То, что 
здесь х не ограничено сверху, очевидно, не нарушает справедливости оценки. 


4* 
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Интеграл правой части (21) оценим с помощью неравенства (10), 
для чего положим а=т, 6 = (так что ар ф=ь), $(у) ==* (у), Ф(5) = 
=21 (2), и получим 


Л =КАВ Де ов’ 1 }" 42} — 


* _* 
о в. АЕ 
Совершенно аналогично доказываем, что и 
*” +. 
и, 


откуда, в силу (15), следует теорема 2. 


$ 6. Обобщения неравенетва НИегРга-В1е572’а (продолжение) 


Недостаток теорем 2 и 2а заключается в том, что в предположения 
относительно }и 2 входят функции }* и с2*. От этого недостатка можно 
освободиться; именно, имеет место следующая 


ТЕОРЕМА Пить оо = иг 


и $ — произвольные вещественные числа, подчиненные только условию 
г; =ь > 0. Если (1) и #(у) неотрицательные измеримые функции, 
такие, что 


| [се (пов (а "Рае А» < 5, 


| [& (9) { 1’ в (у) "| 4у= Вь < о, 


в ит /() в (у)атау = 


К м Лор’ В А.В, 


где К зависит только от р, 9, гиз. 
Таким образом, например для г > 0, часть правой стороны неравен- 
ства теоремы 3, зависящая от А4,, будет для малых А, порядка 


и} т 
А» { 105 тт ‚а для больших А, — порядка А„, ит. д. 


В частности, из теоремы 3 следует 


ТЕОРЕМА За. Для любого вещественного № 


= | а т } (г4у=К {| 105’ Рь А {105 с Рыб, 
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где 


ов | [12) { 108’ (2) } Ра, 


61 = | [2 (и) {105 = (у) "ау, 


— с 


р, Ч и ^ определены выше и К зависит только от р, ди К. 


Теорема За, как и теорема 2а, являются непосредственными обобще- 
ниями неравенства НИЪег’а-В1ез2’а (1), не затрагивающими его левой 
части. 

Заметим, что в предпосылках теорем 3 и За рост функций } ие, 
необходимый для сходимости интегралов Л, и Л, регулируется безотно- 
сительно каких-либо специальных функций от независимых переменных. 


$ 7. Вывод теоремы 3 из теоремы 2 


* * 
Наша задача заключается, очевидно, в оценке А, и В. через А, и В. - 
Итак, предположим, например, что 


АР= | [12 {1ов’ (о) "Рак | [4% (2) { ов’) "Рав < во *. 


Рассмотрим сначала тот случай, когда г > 0. 


Обозначим через Ё, множество значений х, для которых ]*? (2) > 
1 


> АЁ[2| 2, и через Е, — множество значений х, для которых }*7(5) < 
1 
< А?|ж| *. Очевидно, что любое вещественное х принадлежит или к Ё\ 
или к Ё,›. Далее, пусть Е› будет та часть Е›, которая лежит в интер- 
вале |х|<е\! и пусть Е. — Е = 5’. 
Л 


На Е}, Т=| о (2) те. 


й 1 И 7 й ЕЛ. Л й # 
[108 ТЕГ; ад 10’ А Гоа, 
откуда 


лед {ое те у Рава к (10в’ АР" АР. (22) 


1 


Дальше, в силу определения множества Ё., 


| [№ (2) [повета = 4? р {ов аа = КА, (23) 


* Последнее равенство имеет место в силу свойств равноизмеримых функций. 
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и наконец 


р м | р р 
: ет — * — А; . 24 
)[: (2) {105 |] е— | < (24) 
Ез Е> 
Складывая неравенства (22), (23) и (24), находим 
А’ К {108' А” У АР КАР + АРК { 105’ А" }" АР, 

де. ЮАО (25) 


Рассмотрим теперь случай г < 0. 
Если }* (т) <е для всех х, то, очевидно, 


„р 


г-Р 
д? и =А?. 2 
А} Пи (2) (105. т} | # < |1 (1)42=А (26) 
Если же существует такое &> 0, что }(5)>е для О<х<Е 


ий ела сю о 


х 


АР [ [ово Рав | [РР (лов (0 }*] 4 > 


= | (0 = Кай" (1)*, 


АР 
откуда |* (1) < К = Таким образом мы имеем для 0 < |х|<Ё 


{108 1* (2) } "= К {108 Аз" }" { 108’ о 


или 
О 
Следовательно, 
ых ПХ т 
де [текут | [мобытну = 
[х [< ЕЁ [х[>$ 
И О №? (в)4= |= 
ПЕ З- |х|>$ 
—=К{ 105’ А;"} "?А?. (27) 
Из (26) и (27) заключаем, что 
Акко АО, (28) 


* При предпоследней оценке мы а тот факт, что для р>фиг<0 
еР—* ‚ если р 1> —г, 
пуп иР-1 {лови} " = 


ире [е=5)- ‚ если р^1< — г. 
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и из (25) и (28) следует, что для любого г 


ке. (29) 


Совершенно аналогично доказываем, что 
Г 5 | 
К { 109’ В;*}"'В.. (30) 


Теорема 3 следует теперь из теоремы 2, (29) и (39). 


$ 8. Точность оценок 


В связи с теоремами 2 и 3 возникает вопрос, является ли р. наивыс- 
шей степенью логаряфма в ядре оцениваемого двойного интеграла Л, 
для которой этот интеграл еще сходится при данных условиях. 

Ответ на этот вопрос должен быть положительный. В самом деле, 
пусть 


1 
= — 1 т = 
а ее 
ф 0 для [>= 
и ге 
=)” И 
[2 


0 для 5 


1 
где 0 <5=е-Р дано. Если г = 0, то }(1) <= Ри 


{ 108’ 1 (5) ак (105 (121=5). 
Если жел < 0, то 
{108' (2)? = {1о51(2) "= и (в тт} |< 
= [кют+к] =к{ 5" $ (121= =). 
Таким образом для всех ги || < 
{1ов’ 1 (а) = К (18 }, 
и следовательно, 


Е | [1() { 105’ | (х У а== < Кв} | ов} "ак. 


Е 


Е. 2 


Аналогично В. < К, так что А, и В. конечны для специальных | 
и ©, определенных выше. 
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Рассмотрим теперь интеграл Л,., где ’> р, образованный с этими 
[и 2, 


й 


И: х =” Е 
‚| | ПЕР ль ет вк 


Имеем 


Но для данного сколь угодно малого в’ — № последнее выражение 
может быть сколь угодно болышим для достаточно малого => 0. Сле- 
довательно, для любого ь’>ь Л,’ может быть сколь угодно большим 
при ограниченных А, и В., т. е. степень № логарифма в ядре инте- 
грала Л, является наивысшей степенью, для которой Л, еще сходится 
в условиях теоремы 3. В силу соотношений (29) и (30) то же остается 
справедливым и в услогиях теоремы 2. 


Москва. Поступило 
20.УП.1938. 
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У. ГЕУТМ. МОТЕ ОМ ТХЕООАТТТЕЗ. ТУ. ОХ ТНЕ НПВЕВТ-ВТЕ$И 


ТУЕЗОАМТУ 
я ЗОММАВУ 
Ву \е не. ты м 13 шеапб в. аи Е 
1 1 1 


8 (9) >0 
_ | Родео, < [фас <. 
Треп к В 


реет чеду < Кр 9 Еб, (0) 
аи 


уВеге К (р, 4) Череп@з оп1у оп р ап4 0. 

16 13 а оепегаПзайол о НИБег’з зшедааНфу дае 10 С. Н. Нагду 
ага У. Е. Гиемоо@ ап@ Из ргооЁ{ 13 Базе проп а 4еер 1ешша оЁ 
Е. В1ез2. 

Тве аиФог ргоуез Ёгз6 Ве {оПомаих шедааШу, мЬлев 13 зИоВИу 
зфгопаег {Ъап (1) ап@ 1пуо]уез а Ъезё розз1е сопзфапу. 


ТНЕОВЕМ 1. Ге 
де == Ивар” По 9, 


—©<х<<® —с©<<у<о 
фреге }* ап4 =* аге театтапвететл$ о} | ап & т зуттетлеа| 4естеаятя 


р 4 
(<< 1), = уро 0©<8<1) Те 


отаег, р= т 


В р: В 


—© 


(р, 9)= = за ри 5 п и ^)Г (>) г(>) 


15 Фе 6е51 р НР *. 


(фЁеге 


Э1псе а? — я, = > 64, {Бе 1педаа6у аззег(е 1п ТЬеогет 1 13 


1п4ее4 м, згопоег кей (1). 

Тье ргоБ]ет о{ Чейегийи1их Фе Ъезё роз Ые К (р, 4) 1т (1) 13 Бом- 
еуег поф зо1уе4 Бу ТЪеогеш 1. 

Гтодис1то Ве 4епофайопт 


Тор’ —=шах (1, 1050 '@ >00) 
{Ве аиЪог {Ъеп ргоуез 


* Т1з оррогапИу 13 чзе@ 40 соггес& 4пе Ъезф уаше оЁ Г (р, 9) ш аа \ог’5 рарег 
«Оп Ч\е +$м0-рагатейег ехёепз1оп апа апа1юсие оё НИЪег’з шедиа у», ФТоигпа1 
Г. М. $., 41 (1936), р. 124, уВеге Твеогетш 41 13 збаёе@ уИВойё ргооЁ ш а зу 
Ч1Ёегетф #огш. 
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ТНЕОВЕМ 2. её р> № 9> 1 уу >Ь =; 4 г 
ап $ фе а%о агфигагу геа{ питФегз зибуесе4 10 \е от у сопатиоп т--$ = 
= = О апа (Е (250, [м =0, 

Е | т]Р «Р 
[ле (втет Рае АР <, 


2.2) 
со 


Гетры “мии < 
Треп р” 


©> (© 


4 в 
о 
| 18 ЕП, (2) = (у) ат ау< КА, В», 
—о0 —< [2 + у| 
3йете К 4ереп4$ ощу оп р, 9, г апа $. 
ТЬеогет 2а 13 \\е зресла1! сазе г=А, з= —№, в-=0 о! ТЬеогет 2 
зрабе ехрпеШу. 
ЕштаПу \№е ашбВог де@исез {гот 'ТЬеогешт 2 пе {оПомая 
ТНЕОВЕМ 3. 1 р>1, 9>1, У+т>Ь =; её г 


апа $ де 10 агфитагу ге питфегз зифуесвеа 0 те от сопартоп т = 
== = 0 апа 71а) =0 в =0 


{ее пов’) "Раз АР оо, | [д {ов Мау ВЯ < оо. 


Тлек 
со со : т 
Е 
] | з Е . 
с < |2 у 7 (<) © (у) ахау < 


К 10 Та 


;фйеге К 4ереп4$ ощу оп р, 4, г апа $3. 
Треогеш За 13 \Ъе зресла] сазе г= А, з= —К, и=0 о{ ТЬеогеш 3. 
То ‘сопеа810л 16 13 зВомп аб Боб за ТЬеогет 2 ап Тьеогеш 3 
. 13 Ме Б1оЪезё ро\мег оЁ \е 1осаги Вт 10 ФЪе Кегпе] о? 4Ве езйтафей 
Чоае ицезга|, {ог \уВлев 113 ицеога]! 13 Ноце ип4ег 4Ве аззатрИопз 
о{ {Те согтезроп@ пе \еогетз. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 


ВОСТЕТМ ОЕ ГАСАОЕМ1Е ОЕ$ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 8$$ 


С1а5зе де5 зс1епсез Отделение математических 
а&{Вета М аиез е{ пазиге!ез и естественных наук 


П. Е. ДЮБЮК 


О ПОРЯДКЕ ЭЛЕМЕНТА В ПРОСТОЙ ГРУППЕ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выводятся некоторые новые критерии непростоты конеч- 
ной группы. В частности дается обобщение теоремы Бернсайда о непро- 
стоте группы. 


В работе «Квазинормализаторы и мономиальные представления» (1!) 
В. К. Туркин * доказывает следующую теорему: 

«Пусть © есть группа порядка р°’п (р— нечетное простое число, 
р(р—1) взаимно просто с п). Пусть А есть элемент порядка р* 


группы @©. Если порядок нормализатора элемента о относительно 
группы @ не делится на р*, то группа @ имеет нормальный делитель, 
порядок которого делится на п». | 

Как следует из доказательства приведенной теоремы, требование 
взаимной простоты р—1 и п может быть снято и заменено другим бо- 
лее слабым. Таким образом самая теорема может быть сформулирована 
также следующим образом: 

Пусть © есть группа порядка р’п (р — нечетное простое число, п не 
делится на р). Пусть А есть элемент порядка р* группы @©. Если нор- 


®—1 
мализатор циклической группы { А? } совпадает с нормализатором 


элемента А?" и порядок этого нормализатора не делится на р**., то 
группа © имеет нормальный делитель, порядок которого делится нап. 

Далее оказывается возможным провести исследование также и для 
случая р=2. Для этого достаточно сделать некоторые дополнительные 
замечания к доказательству приведенной выше теоремы В. К. Туркина. 
В процессе этого доказательства В. К. Туркин использует две спе- 
циально выведенных леммы, причем Нечетность простого числа р играет 
роль только при выводе этих лемм и несущественна в дальнейшем при 
доказательстве непосредственно самой теоремы. Приводим формули- 
ровку этих лемм: 


* Автор пользуется случаем, чтобы принести благодарность проф. В. К. Тур: 
ину за предоставление возможности ознакомиться с этой его работой в рукописи. 
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(9:) 
«ЛЕММА Т. Пусть о есть отношение порядков групп У и % ое 


Тогда 
П (Вы, 4) = ПАР 4). 
Примечание. Если ^\; =Ар— 1, то полагаем, что 
Элена = ЭВАрий 


«ЛЕММА П. Если оз = м: ил м, то 


п (ее, 4) = (а АТ, 


др.” 
где в=р(то4 р?)». 
Здесь под $ понимается вообще /-тый квазинормализатор * некото- 
рого элемента В, порядок которого равен степени р, а \; есть наиболь- 
шее значение числа \, при котором 


{4 1 
к а ЕН. 


АР 
Наконец, символы вида П (%, А) определены следующим образом: 
Пусть $ есть ‘подгруппа группы 6 и пусть 9% есть другая подгруппа 
группы ©, заключающая в себе $. 
Пусть (= Г УГ. ... Г, 
Пусть Г»А = Н®Г,.. 


(Я есть элемент подгруппы $). Произведение НОН®..Н ш 
обозначается через П (%, 4). 

В приведенных выше леммах в качестве подгруппы % берется цик- 
лическая группа, порожденная элементом А. По основной теореме тео- 
рии квазинормализаторов (?), если о == ое: то УР есть под- 


ть 


группа индекса р группы 9 Исключение может иметь место лишь 


в случае ра, ^= Е. Дод и первой леммы в случае р=2 
связана именно с этим исключением и имеет место лишь при №; = 1. 


1 2) 
Если в условии теоремы будет указано, что при всяком 1 3 Аа о : 


то тем самым будет утверждаться, что ); =2 и лемма 1 а справед- 
лива и для р=2. С другой стороны, лемма 11 справедлива при р-=2, 
если только Х > 2. Если опять-таки в условии теоремы будет огово- 


1) 2) 
рено, что у = = 9% ’: При всяком 1, то ож ›: МОжет оказаться нерав- 


я К 
ным тЫ только при ^ > 2 и лемма П также будет применима. Как 


это следует из определения квазинормализатора, из равенства 


(1) (2) 
$. оке == 6 эн 
А? ГА? 
* Понятие о квазинормализаторе и основные теоремы о квазинормализаторах 
даны в работе В. К. Туркина (?). 
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№ 


5$ Для вех т 


будет вытекать справедливость равенства о = 
А 
(1, очевидно, может пробегать значения 0, 1, 2,..., К—2). 


Е р 1 
Заметим, что квазийормализатор Ув есть не что иное как нор- 


ыы 2к—2 2 
мализатор циклической группы {А }, а квазинормализатор У 


с 2—2 
представляет собой нормализатор элемента А . Для того чтобы оба 
эти нормализатора совпадали, достаточно, чтобы элемент четвертого 


9—2 
порядка А не был сопряжен со своею степенью, иначе говоря, 


в—2 
2 -> 
© обратным элементом (А )3. Итак, приходим к следующей теореме: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть @ есть группа порядка 2” п п— нечетное). 
®—2 
Пусть А есть элемент порядка я группы @®. Если элемент А” не 


чт 8 


сопряжен с своим обратным элементом и порядок нормализатора эле- 


&—1 “ 
2 Е 
мента А относительно группы ® не делится на 2*, то группа © 


имеет нормальный делитель порядка, делящегося на п. 
Доказанное предложение может быть дополнено на основании сле- 


дующей теоремы. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть А — элемент порядка 2 группы @ порядка 2’п 


®—1 
# 2 
{п — нечетное). Если нормализатор 5 элемента А совпадает с нор- 


= 


р 
2 
мализатором элемента А и порядок этого нормализатора не делится 


о’ ‚ то группа @ имеет нормальный делитель порядка, делящегося 
Нани» 

Доказательство. Исходным пунктом доказательства является 
оледующий критерий непростоты группы, выведенный В. К. Туркиным (3) 
< помощью метода мономиальных представлений: 

«Пусть © есть группа и % ее подгруппа. Пусть 


УС РЕ. 
Пусть А есть некоторый элемент группы ©. Пусть 
С.А =Н@® С, 
(Н“® — элемент подгруппы 9). Если произведение 
НН т, и 


не содержится в коммутанте подгруппы %, то 6 имеет нормальный 
делитель». 

Как это следует из доказательства только что приведенной тео- 
ремы, речь идет об инвариантной подгруппе, содержащей все эле- 
менты, порядок которых взаимно прост с порядком группы %, т.е. об 
инвариантной подгруппе, порядок которой делится на наибольший де- 
литель порядка группы (©, взаимно простой с порядком группы 8. 
В нашем случае за группу $ мы принимаем циклическую группу, по- 
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рожденную элементом А. Коммутант ее будет равен единице и утвер- 
ждение теоремы сводится таким образом к следующему: 


т 

> 2 

Если порядок нормализатора циклической группы {А } не де- 
лится на р*+, то произведение 


ВНЕ (1) 


не равно единице. 
К рассмотрению этого произведения мы теперь и переходим. Нас 
будут интересовать в первую очередь те вычеты разложения 


О=ооС. Ч... бы (2) 


&—1 

2 

которые не принадлежат нормализатору 5%) элемента А . Пусть Сь 
в 

один из таких вычетов. Тогда 2’ элементов 


С. С. = С.А, Со = СЕ? ва С.А*-1 ‘(3} 


® 

будут представлять с060ю 2’ различных вычетов группы © по мо- 
дулю $. При умножении справа всех элементов (3) на А получим те же 
элементы 


к 
С.А, С.А”, ® >25 С.А? 5 в. 
Иначе говоря, считая попрежнему, что 
СлА = Н®С; 4) 
Е 14› ( 
будем иметь 
‚Н“® Не Е“ оу й 


Итак, в произведении (1) остаются только такие Н®, которым соот- 
ветствуют, в смысле равенства (4), С), входящие в 5%. Пусть теперь 


Умножим все элементы системы вычетов 
фея, ВЕЗАЛ (5) 


справа на А. Система (5) при этом переходит сама в себя, но в каж- 
дом члене слева появляется множитель, причем произведение таких мно- 
жителей равно 


Но Н® Ч НН) 


2—1 

При умножении справа системы (5) на А очевидно система (5) 
также перейдет сама в себя, но слева в каждом элементе появятся не- 
которые множители, причем произведение таких множителей будет равно 


1 (4) тт(2) (2-1 
ИО о № 
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другой стороны, по условию теоремы 


ЗЕ ов —1 


А ед 


так что Е * 


нон® ея Н®) ты ке в: 


№;. (=: Эыльюаи т), 


1 2 
Произведение Н‘Н®... Н® может равняться единице только при 
условии, что индекс г нормализатора 5) при разложении по модулю ® 


делится на 2, т.е. при условии, что порядок нормализатора 5% делится. 
на 2^+". Таким образом, теорема доказана. 

Разумеется, формулируя условие теоремы, мы могли бы вместо 
элемента порядка 2). рассмотреть элемент порядка р^ (р — простое число). 
Доказательство теоремы ни в чем не изменилось бы, если бы только 
мы дополнительно потребовали совпадения нормализатора элемента 
ев нормализатора циклической подгруплы А. . Однако на- 
добности в такой более общей формулировке нет, поскольку для слу- 
чая р-+2 имеется более сильная теорема В. К. Туркина (см. выше). 

Выведем теперь следующий критерий непростоты группы: 


ТЕОРЕМА 3. Пусть З3-— подгруппа Силова порядка р“ некоторой 
группы @® порядка р°п. Пусть далее группа % порядка р" входит в % 
и принадлежит центру нормализатора группы $. Если нормализатор. 
какого-нибудь элемента Н (принадлежащего $) порядка р!’ совпадает. 


1-1 
с нормализатором элемента НР и ЕЁ[> а, то группа © имеет 
нормальный делитель порядка, делящегося на п. 


Если, в частности, в приведенной формулировке положить % = $, 
тогда К=о. Для элемента Н порядка р дополнительное условие равен- 
ства нормализаторов тривиально и неравенство А--[>> а обязательно 
имеет место. Таким образом мы приходим к следующему хорошо из- 
вестному предложению Бернсайда: если @ порядка & имеет подгруппу 
Силова & порядка р“ и $ входит в центр нормализатора / группы $, 
то @ имеет нормальный делитель. 


Доказательство. Пусть 
{@=$-9%С,- ... + 56.:. (6) 


Пусть далее Н— элемент группы $, удовлетворяющий поставленным 
условиям, при’ м 


о АХ 
С:Н =Н`’бь.. (7) 
Теорема будет доказана, если окажется, что произведение 


р АИ 


не равно единице. 
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Нас будут интересовать в первую очередь те вычеты группы © по 
модулю $, которые не входят в состав нормализатора 3 элемента Н. 
Если вычет С; не входит в состав группы 5), то все элементы 


босые: 


принадлежат различным смежным системам разложения (6), так как из 
равенства вида 


Г ь 
Н@Ы“=Н.бЫ", 
тде Н, иН, — элементы, принадлежащие группе $, и 1, вытекало бы 


СИНИЕ Н" 


Элементы Н.Н: и ИР не могут быть различны, так как никакие 
два элемента группы ® не сопряжены в ©. 

С другой стороны, Н»'Н, не может равняться Н?-“, так как сово- 
купность элементов, перестановочных с какой-либо степенью элемента Н, 
исчерпывается нормализатором %, к которому С; не принадлежит. 
Итак, мы установили, что элементы 


ое пос (8) 


могут быть рассматриваемы как вычеты в разложении (6). 
Умножим справа все элементы (8) на Н. Получаем: 


| 
СН, @:?,..., СИР = 6, 
т. е. ту же самую систему. Очевидно, в данном случае произведение Н®, 
соответствующих, в смысле равенства (2), вычетам (3), равно единице. 
Остается только рассмотреть произведение Н®, соответствующих в том 
же смысле вычетам группы @, входящим в состав нормализатора 5%. 
Пусть 
У =УМ, +... 5М,. 


Умножая систему вычетов 


справа на Н, получаем: 
т И, 
Итак, 
ВОН НН. 


Если группа @® — простая, то индекс нормализатора $ при разложе- 
нии по модулю %, равный г, должен делиться на р', а порядок норма- 
лизатора 3 быть кратным р*+. Таким образом, если К-- [> а, то 
группа @ не может быть простой. 

Как следует из приведенного доказательства, теореме 3 можно дать 
также следующий вид: 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть % подгруппа Силова порядка р“ некоторой 
группы © порядка р°п. Пусть далее Н — элемент порядка р!’ абелевой 
группы $ порядка р", входящей в группу $. Если никакая степень эле- 
мента Н не сопряжена ни с одним элементом группы $, нормализатор 


р1-1 
элемента Н совпадает с нормализатором элемента `Н и ЕЕ! > о, 
то группа ® имеет нормальный делитель порядка, делящегося на п. 
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Р. РОВОООЕ. 50 В Г?ОВОВЕ 0?ОМ ЕГЕМЕМТ ОАМ$ ОМ 6ВООРЕ $1МРГЕ 
ВЕЗОМЕ 


Еп чИПзапь ипе ш@Во4е 4е УХ. Татют Гащцелг 4646 1е сгиёгиам 
зшуапе ропг ргопуег фи’ип отопре 4’ог4ге ра1г п’езф раз заре: 

ТНЕОВЁМЕ 1. 5011 @ ип втоире а’огате 2п (п вап страт). 50 А 
ип @ётепу 4’отаге 2" аи 2тоире @®. 51 Ревтет А” п’ раз соттивиев 
асес зоп @етепф атсегзе её 5% [е погтайзаеиг ае Гевтетл т, раг 
тарротё аи 2тоире ® п’езф раз апляЩе раг ие 2тоире © роззе4е ип 


Айлзеит погта] аопф Готате езё ип тире ае п. 
Епзи{е еп аррИаапф 1е \6огёюе {опдатета1 4е а 16оме 4ез 


терг6зепбайопз шопопиа]ез, 1’ащцеиг офиеть 1е гёзаМаф э1уапё: 


ТНЕОВЁМЕ 2. 501 А ип @ётепа 4’огаге 2^ а’ип втоире ® @’огаге 2*п 
(п ват ттраш). 51 1е погтайзееиг 3 ае Г@ететя ее сота4е асес 
4е погтайзаеит ае Гевтет А” " её Роге 4е се погтайзецеиг пе зе 
агофзе раз раг 2^1', 1е втоире © а ип агодзеиг погта! 4опё Гогаге езё ип 
тшире ае п. 

Та ш6Бофе 4ез гергёзещаймотз топол1а]ех регтеф аизз1 Фо Бептг 
]а ргорозИЯоп зшуап{е 41 езф уга1е ропг 1ез стопрез 4’ог@ге райг а1пз1 
Фае роиг сеах 4’ог4ге пират: 

ТНЕОВЁМЕ 3. 504 % ип з0и5-етоире 4е 5/10 4’отате р® а’ип сег- 
ат втоире © а’отате р”п. бой епзиие $ ип втоире 4’отате р*® аррате- 
пап @ $ её аи септе 4и погтайзаеиг 4 втоире $. 51 1е погтайзиеиг 
4’ип сейат @етет Н (арратепать а $) 4’огаге р’ сотел4е асес 1е пог- 


1—1 Е ь к 
тайзазеиг 4е Равтепь НР её 5 Ка, а10гз [е атоире ® а ип 4 
зеиг погта| аопЕ Гогаге езф ип тийцре ае п. 
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` 


П езф Гасе & уолг дае 1е Швогёте 3 сопаептф сотше саз рагИсиПег 
1а ргороз\аоп змлуаше 4е Вигоз14е: 

$1 ип огопре 6 4’огге = роззё4е ип зойз-стопре 4е 5у1о\ $ а’огаге р" 
её $5 аррагмепф ай септе Ча погтаЙза{еиг / Фи отопре $, а]огз 1е 
отопре @ роззё4е ип А1лу1зеиг погта1|. 

1 зи 4е Та автопзтгайопт 4а № 6отёте 3 ди’ реп аизз1 6 те 6попсё 
4е 1а шаплёге эзлуаще: 

ТНЕОВЁМЕ 4. 50й $ ип з0и5-етоире 4е 5у10% @’огате р“ а’ип сег- 
т втоире © Ф’отаге р’п. бой епзице Н ип @втепа Ф’огаге р! 4’ип 
2тоире абейеп 5 Ф’отате р№ арратепапа аи стоире %. 5% аисипе рил5запсе 
4е Р@ёвтепь Н п’езё сопрививе а аисип @втепу аи втоире %, $1 [е пог- 
тайзацеиг 4е Реётепр Н сотее аъес 1е погтайзацеиг 4е Р@ётет НР" 
её 51 К-1> а, а10гз е ртоире ® роззё4е ип атолзеит поттай аопё Готаг 
её ип тширые а4е п. 
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Л. Н. СРЕТЕНСКИЙ 
ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 


(Представлено академиком ©. А. Чаплыгиным) 


На плоскости 2 =0 даны значения некоторой функции О, симме- 
тричные относительно начала координат. Эта функция представляет 
собою значения ньютоновского потенциала некоторого неизвестного 
однорсдного тела плотности единица, находящегося под плоскостью 3 = 0. 
В работе изучается задача об определении ‘формы этого тела. 


$ 1. Поетановка задачи 


Одной из основных задач гравиметрии является определение формы 
притягивающего тела по тем аномалиям, которые оно создает в нор- 
мальном поле ньютоновского потенциала. Рассматривая простейший из 
представляющихся здесь случаев, допустим, что на бесконечной пло- 
скости даны значения ньютоновского потенциала некоторого тела постоян- 
ной плотности, известной заранее. Задача заключается в определении 
по этим данным формы притягивающего тела. 

Эта задача может быть решена, до известной степени, в том пред- 
положении, что заданные на плоскости значения потенциала мало отли- 
чаются от значений потенциала некоторой сферы, имеющей вполне опре- 
деленный радиус и положение по отношению к взятой плоскости. 
По этим значениям мы отыскиваем тело, мало отличающееся от взятой 
сферы. Для упрощения вычислений, и лишь только с этой целью, мы 
считаем, что заданные на плоскости значения потенциала симметричны 
относительно точки пересечения вертикали центра сферы с плоскостью. 


$ 2. Выражение потенциала искомого тела 


Рассмотрим некоторую сферу радиуса А, центр которой лежит на 
оси ОЙ под плоскостью 2=0 на расстоянии Й. 

Обозначим через Аб неизвестное нам радиальное уклонение некото- 
рой точки поверхности искомого тела от поверхности рассматриваемой 
сферы. При этом обозначении уравнение искомой поверхности в поляр- 
ных координатах, имеющих полюс в центре шара, запишется так: 


г=А(1--О; (1) 


С есть некоторая функция долготы Ф и дополнения широты 0. 
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Найдем потенциал искомого тела в какой-нибудь внешней точке М, 
выражая его через функцию 6. С этой целью введем в рассмотрение 
семейство подобных поверхностей 


т=а(1-- 0), (2) 
получающихся при изменении параметра а от 0 до А. Этими поверх- 
ностями внутренность всего искомого тела разделяется на тонкие пленки. 


Подсчитаем элемент объема 4“. Обозначая через 46 элемент поверх- 
ности сферы Х радиуса единица, имеем: 


дк аз (1-0)* 4. 5” а; 


дг 
нс 1 -- С, следовательно, 


4 =а? (1-- $} аваа. 


Обозначим через Д расстоя- 
ние притягиваемой точки М от 
произвольной точки № притяги- 
вающего тела: 


4=У Е*-- г2— 2Вгсозф. (3). 


Числа В, ги © имеют значения, 
указанные на фиг. 1. Найдем 
теперь выражение потенциала 


мы имеем: 


ине (4) 
И осла : 


Плотность тела считается постоянной и равной единице. Этот подсчет 
потенциала выполнен нами на основе метода А. М. Ляпунова (1). 

Подставим в выражение расстояния! Д вместо г его значение (2); 
получим 


ДУ (а В? — 2аЕ 003$) — 2а (В созФ— а) с- а. 

Введя обозначения 
а? -- В*— 2аВ созф= 0, 
(5) 


аъ 
о ал 


а ний 


4 
найдем обратное значение Расстояния Д: 


оч а к 
А ругает. 


Разложим радикал в ряд по степеням 1; найдем 


= [Хо -тХ,(® +... НХ, (®) +... (6) 
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Х„(%) есть полином Лежандра степени п: 


ат (2-4) 
| ат" 


А (®)= 


Р 


Ряд (6) сходится, если |7 |< | + Ия? —1}; во 


(В с0зо — а)? ее ИЗ аа. 


в? —1 = Та а 


следовательно, 


[РУ —1|= ЕН Е, 


Итак, ряд (6) сходится, если |1 | < 1. Обращаясь к формулам (5), мы 
видим, что ряд (6) сходится, если |<] ее Но так как ряд (6) нам 
придется интегрировать по а от 0 до А (см. формулу (4)), то мы 
должны потребовать, чтобы было выполнено неравенство |(| < (ны 


А — 

А 
получаемого из формулы (4) при подстановке в нее разложения (6), 
будет иметь место для тех точек пространства, для которых 


В > А(1- ах). 


В частности, рассматриваемый ряд будет сходиться во всех точках 
взятой нами плоскости, если 


р 
Но наименьшее значение дроби = есть . Отсюда, сходимость ряда, 


в (7) 


Будем считать в дальнейшем, что это условие соблюдается. Возьмем 
1 
подинтегральную функцию формулы (4) и подотавим в нее вместо -_ раз- 
ложение (6); получим: 
а" < 


а ЗСЗ +0) (Хех, +... 


= Х.+... } 


или 


вы ХФ (3+$ Е. их, Х, + 


@ т 
т: (хех Я а Е ХХ) а 


Преобразуем общий член этого разложения с помощью формулы! 


1 


®-1 9 
Е р 
ХР о; 
найдем 
1 
а" ‘Хх р д и 
рт Х,- + Х»- Е Х»- ря ох пн 908 да"-3 
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Имея этот результат, находим: 


Подставим это разложение в формулу (4); получим для потенциала 
следующую формулу: 


А 
2 
но | аа 5 Хо 46 есть потенциал сферы радиуса А: 
0 


а 
3 


1 


7:1 
| аа ОЖ == кАЗ-, 
0 


(>) 


поэтому в той части пространства, где В > А (1-+ (в.х), имеет место 
следующее сходящееся разложение потенциала: 


И 1 а. р 
Е да \ У т! а =. да"-3 ас. (8) 


Это разложение может быть несколько упрощено. Интегрирование 
по поверхности сферы и интегрирование по переменному а могут быть 
обменены местами. Интегрирование общего члена разложения по пе- 
ременному а может быть выполнено: 


/ д"-3 № д"-3 1 
93 р 9? п—1 то 
2 п — АЗ 
а Е о аа=А Эа А Е | 


Т (Б.-д Уж Е —ЭАВсово ° О 


Здесь 


Теперь мы можем записать потенциал 0 в виде следующего ряда: 


фени ое т: 4+ 


со я д"-3 @ 
А п д? п — У 
-Ё >, т \ = (а ы РУ ) (10) 
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1 
Рассмотрим функцию 7; Мы можем записать ее в виде следующего 
ряда: 


Е т - Ея =#У(&) Хы = 


(=) - 2 со п=0 
О р ) х 
> Хи (и) И — в)? (1— в) с с0$ 8 (ф — у. а» 4х, 
-3У(4 и (р) «У РЕ -&+2.. И ай т) 


пан 


где! — 030, №030. 


созф=ы НИТ — в УЛ — 3 с0з (ф— $). 
Если рассматриваемое тело симметрично относительно вертикали центра 


1 
сферы, то у’ достаточно взять в виде следующего более простого ряда: 


= У (2) хх.) (11) 


Формула (10) в предположении указанной симметрии может быте 
записана проще: 


= +1 
г А 31 бе 2 20 ГА Е 
—1 —1 
Е 
со з да . ЗАВ 
п=З = 


$ 3. Основные уравнения задачи 


Допустим, что на плоскости ХОУ известны значения потенциала (, —о 
искомого тела. Мы предполагаем, что эти значения симметричны отно- 
сительно начала координат и что, кроме того, эти значения мало отли- 
чаются от значений потенциала однородной сферы радиуса А с центром 
в точке (0, 0, —1). Обозначая через р расстояние точки плоскости от 


начала координат, мы задаем О. 5 в следующем виде: 


О:-0= [ 3^4° я |, +а/ (0), (13) 


где }(5) есть заданная функция переменного р, а число а— малый 
параметр. 

Переменное р можно выразить через косинус дополнения широты 
точки, лежащей на плоскости: 


рев, (14) 
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кроме того, 
Ще, (15) 


Соотношение (14) позволяет нам записать условие (13) в ином виде: 


И > На (р). (16) 
Составим на основании формулы (12) левую часть этого условия. Имеем: 
(+). =* У (Чьи) х,(. (17) 
п=0 . 
Обозначим сумму правой части через >: 
вы (2х, (в) Х,(). _ (8) 
®=0 


Обратимся теперь к формуле (12) и найдем ль: получим: 
+1 


1 
4 & д ГА? 
орла} \ — 4 ' = ‚7 (+ 4+ 
—1 
+1 
со 9" —3 1 
[3 А? п 0? п-—1 й 
нь у \ = (4 дА"-— ый 
п=3З —1 


Поставим это разложение в левую часть уравнения (16); после ряда 
простых преобразований найдем уравнение для определения функции С: 


+1 1 


+ 
АЕ до. к 
аа бад (4) 4+ 
+1 


= -Ё 


со 2п—3 1 
о — 
1 п 92 т— 6 й 
+54 2. —ез / 4 = АФ ($). (19) 
й=3 Е 
Здесь \ обозначает в и ФР 


К уравнению этого же вида мы пришли бы, отыскивая форму тела 
по значениям нормальной производной его потенциала на плоскости. 


1 
В этом последнем случае = будет определяться рядом 


г=Х@®+1 (3 )" "хх. 


$4. Аналитичеекие свойства потенциала тела вращения 


Возьмем выражение потенциала однородного тела плотности 1 


и=(х 
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и выведем из него ряд свойств функции, изображающей значения на 
плоскости этого потенциала. 


Потенциал 0 тела, симметричного относительно оси ОЙ, может быть 
представлен следующим рядом: 


а =5Х,( Х, (в (20) 


ОЕАИ 
где 


+1 


2 т-+ п й ’ 
ЕВА ао Х» (р) ам. 


Ряд (20) будет сходиться во всех точках плоскости 2 =0, если будет 
соблюдаться условие (7). Выполнимость этого условия мы принимаем. 
Условие (7) мы выразим сейчас в более определенной форме, под- 


В —А 
черкнув, что биах не может равняться числу —`› а равно некоторому 


числу \{], меньшему чем 


ВА 
д: Напишем выражение функции И в точ- 
ках плоскости 2 =0: 


со ат 
И=-- у 7 Х» (в). (21) 
п= 0 


Поставим теперь задачу об изучении свойств функций, определяемых 
разложениями вида} 


У ых, (в), (22) 
п=0 


где р» — комплексное переменное. 
Для нашего ряда (241) коэффициенты 6„ удовлетворяют неравенству 


4пЗ АПТЗ п-3 
ЕЕ З роз (1-7) : 


| = 
[В 


в — ь 
Так как <——, то можно найти такое число 9 < 1, которое позво- 


лило бы вместо предыдущего неравенства взять такое: 
ое (23) 


где № — некоторое постоянное число. Будем в дальнейшем расематри- 
вать ряды (22) с коэффициентами, подчиняющимися неравенству (23). 
Такие ряды будем называть регулярными. 

Найдем теперь область сходимости регулярных рядов. Между тремя 
последовательными полиномами Лежандра существует следующее рекур- 
рентное соотношение: 


(п--1) Хи (28 + 1) ьХ,- п Х,—=0. 


Отсюда многочлены 
Ув =ь Хр (в) 
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будут удовлетворять соотношению 
(п 1) Уи — (2% Е 1) У, -+т?У,-1=0. 


ри 
Найдем Пт — ь 


п> < п 
отношения двух последовательных полиномов, связанных тройным рекур- 


рентным соотношением (3). Согласно этому правилу искомый предел 
будет равен тому корню % квадратного уравнения 
м Е 
&— р? Па — аа = — 2 Ни = 0, 


п со пс 


Ро1псагё указал правило для определения предела 


модуль которого наибольший *. Выполняя переход к пределу, получаем 
— 22 -- в? = 0. (24) 
ау —ь?. 


Для исследования этих решений положим 


в= (+=). (25) 


В новом переменном & корни 4, и ®, уравнения (24) запишутся так: 


Отсюда 


с 2 _@& 45° 
== (1+), р = 8-Е 


Преобразование (25) ставит в соответствие плоскости комплексного пе- 
ременного №, разрезанной вдоль прямой — 1, +4, внешнюю часть круга 


|| =4 плоскости комплексного переменного & или внутренность того же 


круга. 
Зыберем в качестве области плоскости переменного & конформно 
отображаемой на плоскость переменного |2, внешнюю часть круга | Е | =4. 


Тогда Им я должен быть приравнен НЫ 


п-— со п 
Повторяя общие рассуждения Ро1псаг6, относящиеся к сходимости 
рядов многочленов, связанных рекуррентными соотношениями, мы при- 
ходим к тому заключению, что область абсолютной и равномерной схо- 
димости ряда (22) ограничена кривой 


АВВ, 4 


В есть радиус круга сходимости ряда Ув». 
П=1 
Так как ряд (22) регулярный, то имеет место неравенство (23) и 


отсюда В = Е ре 


* Исключительный случай, который может представиться при применении 


м К . п-1 
этого правила: Им У равен меньшему корню уравнения, в данном случае 
>< Ъ 


не имеет места в силу выбранных значений многочленов У, и У;: У, = Ху, У, =вХ,. 
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Таким образом ряд (22) сходится во всяком случае внутри области 


4 И 
о | =. 


= 


1 ; 
Кривая линия -> |1+2| = В, представляющая собою овал Кассини, 


переходит на плоскости | в некоторую замкнутую кривую, симметрич- 
ную относительно двух координатных осей и содержащую внутри себя 
отрезок —1,--1. Внутри всей этой кривой ряд (22) сходится и изоб- 
ражает некоторую голоморфную функцию переменного (№. Горизонталь- 
ный диаметр этой кривой больше вертикального. Величины горизон- 
тального и вертикального диаметров суть 


РАЯ 28 
И У Е 


С увеличением В от единицы длины этих диаметров увеличиваются. При 


В —=1 горизонтальный диаметр равен 2, а вертикальный На (фиг. 2). 
ИЯ 
ие: д 
хи 
/2Р=7 
Фиг. 2 


Число В в нашем исследовании больше 1, следовательно, область 
2 
сходимости ряда (22) охватывает кривую с диаметрами 2 и р Отсюда 
следует, что ряд (22) в нашем случае не может изображать произволь- 
ную аналитическую функцию. Область голоморфизма функции, изобра- 
жаемой рядом (22), содержит всегда внутри себя кривую, полученную 
. 1 

из кривой = |1 -- #|=1 преобразованием (25). 

Посмотрим теперь, какой вид будет иметь область сходимости ряда 
{22) в переменном в: 


Мы имеем: 
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Следовательно, область сходимости ряда (22) в переменном р будет 
определяться неравенством 


: й 


Таким образом, значения потенциала тела вращения в точках пло- 
скости, перпендикулярной оси вращения, представляют собою значения 
некоторой аналитической функции, голоморфной вне двух кругов: 


ЕЕ, ря. 


Рассмотрим новое комплексное переменное <, связанное с перемен- 
ным № соотношением 


Л Л 
А 
РЕ 


Области плоскости переменного р, находящейся вне кривой сходимости 


Л 
яда (22), отвечает внутренность круга |*|=-— плоскости комплексного 
, р В 


переменного с. 

На основании этого факта мы можем утверждать, пользуясь тео- 
рией рядов ЕаЪег’а (*), что всякая функция, голоморфная внутри кри- 
вой сходимости ряда вида (22), может быть представлена внутри обла- 
сти, ограниченной этой кривой, равномерно сходящимся рядом (22). 


{$ 5. Решение оеновного уравнения 


Вернемся теперь к уравнению (19), определяющему неизвестную 
функцию 6. ‚Функция Ф(р) связана со значениями потенциала Р (р) 


й 
соотношением ХО. Функция Ф(„) может быть изображена ре 


гулярным рядом вида (22): 
Ф(.)= Ур", (в), [81 < №". (26) 
П=1 


Подотавим это разложение в правую часть уравнения (19). Будем 
искать решение этого уравнения в виде степенного ряда по малому 
параметру »: 


бы о ая (27) 
Подставляя это разложение в уравнение (19), приходим к системе урав- 
нений для определения неизвестных коэффициентов (1, (,...,(бш,...: 
+1 я со 
\ ны 4» = №2 Вир” Х и (в), 


= П=1 
м 


в Я 
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жа вл (5 4" | ки и 

о ИННА а й 

ия 06 ОИ У : 
\ ры» 71 от и ие 5 4 > 
) 


— 
Е 
© 
$2 — 
=. 
>. 
= 
р 


со +1 й д"-3 1 
1 И, 
+ бод ( А" ны 
т) 9А? Е ео 


Таким образом, определение неизвестной функции 6 привелось к ре- 
шению серии линейных интегральных уравнений 1-го рода. Рассмотрим 


з 1 
сначала первое уравнение нашей системы; подставляя вместо 5 его 


разложение (18), мы записываем это уравнение так: 


1 © со 
\ Х(» ых, (в) Хи) (4 = У вывих, (в). 
—1п=0 П=1 
Отсюда 
а 
\ Хо (/) (в) ды =0, 
и 
ре у 
ха) = (1), т>о 
= 
Следовательно, 


ыы"! ("Хх (29) 


Коэффициенты 5» подчинялись до сих пор лишь неравенству | 6» | < №4", 
где 4— некоторое число, меньшее 1. Будем теперь предполагать, что 


это число меньше чем а 


<. (30) 


Если число 4 удовлетворяет неравенству (30), ряд (29) будет сходиться 
и изображать некоторую непрерывную функцию р. В силу неравенства 
(30) ряд (29) есть регулярный ряд с показателем регулярности 4’, опре- 
деляемым неравенством 


Следовательно, 


2% 1 й й: 
2 а ё 


к 
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Возьмем теперь уравнение для определения функции (, (р’): 


1 со 


\ & (+) 2 (2) Ха (в) Хи (м) а = 


=0 


=—5 Ка У (п- 2) (1) ъ^х. (р) Х» (в ) 4. 


Отсюда 
51 р 
фоохьваи = "Е (ах аы. 
Следовательно, 
< 2) (20 -- 4) т 
= Ух, (ах). = 94) 
П=0 ый 


Не останавливаясь пока на вопросе о сходимости этого ряда, перей- 
дем к дальнейшим уравнениям системы (28). Определив функцию 6, (в’), 
мы можем найти функцию С,(р’) ит. д. Определение всех функций 
С: (№’), С. (№’),... происходит по одному и тому же способу: находятся 
коэффициенты разложения этих функций в ряды полиномов Лежандра, 
а затем составляются и самые ряды. 

Указав таким образом способ вычисления коэффициентов ряда (27), 
мы должны теперь локазать сходимость этого ряда, установив, однако, 
сначала сходимость ‘рядов, определяющих самые коэффициенты. 


$ 6. 0 регулярных рядах сферических функций 
Рассмотрим регулярный ряд сферических функций(?) 


(в) =а Ха... а Х,- ..., (32} 
[16| < М. 931, 


и оценим коэффициент разложения п-ой степени функции } (р) в ряд 
по функциям Лежандра. Коэффициент при Х» (%) в рассматриваемом 
разложении определяется формулой 


_ ОаИ с п 
БЕ Ц САН (в) а. 


Для оценки этого коэффициента применим рассуждения Ляпунова. 
Для вы’асления коэффициента 6» достаточ»о, при возведении }{(р) 
в степень п, учесть лишь те слагаемые, которые содержат многочлены 
по |+ степени не ниже т. Каждый из таких многочленов (состоящий 
из произведения функций Лежандра) будет иметь впереди себя коэф- 
фициентом произведение чисел а», и сумма и дексов этих чисел будет 
равна степени р многочлена. В силу регулярности ряда (32)-это произ- 
ведение будет меньше, нежели М”4Р. При исследуемом возведении 
1(р.) в степень и мы будем иметь столько отдельных многочленов сте- 
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пени р, состоящих из произведения функций Лежандра, каков коэф- 
фициент при 4? в разложении 


у (а 9?+...)" 


по степеням 4. Обозначим этот коэффициент через 1р: 


аа Ньыныед т ео, Чье 


В силу этих соображений и приняв в расчет, что |Х„|< 1, мы полу- 
чаем следующую оценку коэффициента би: 


16| < (2т-- 1) М" У ть. (33) 
р=т 
Сумма Ул, входящая в эту оценку, может быть в свою очередь 
Фф=т 


оценена помощью весьма простого выражения. ор ршену$ ясно, что 


эта сумма есть остаточный член Ви„_: разложения и—я” В РЯД Мак- 


лорена. Возьмем выражение Ви_1: в форме, данной Коши (5): 


_ п (п-®... (п+т—1) п /Г 1—0 тЫ 1 г 
Ви (т — 1)! 9 =. (1— 09)" +1 * 9’ - 
Отсюда 
пп(п -\... пт — 4) ПЕ о на 
[6%| < (2т-+1) М И (= о, 


Это неравенство мы и имели в виду установить. 


$ 7. Доказательетво сходимоети ряда, изображающего искомую 
функцию 6 
Рассмотрим последнее уравнение системы (28). Решая это уравне- 
ние относительно Е (,., получаем: 


+1 


6=-—фя {Ух Е (т-+2).. НЕ Е (35) 


—1 


Используем эту формулу для доказательства сходимости ряда (27). 
Каждый коэффициент этого ряда, составляясь © помощью умножения 
регулярных рядов, изображающих предыдущие коэффициенты, является 
регулярным рядом. Обозначим через 4 показатель регулярности, общий 
всем этим рядам. Из теоремы Ляпунова об умножении регулярных 
рядов следует, что такой показатель действительно может быть найден. 
Этот показатель 4 может произвольно мало отличаться от введенного 
ранее числа 4 как показателя регулярности ряда (26). Таким образом, 


и =9(0Х.-+аХ.-+... НХ, ..., 
[аз | < М, 4", 
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каждый коэффициент разложения функции (, в ряд 


и следовательно, 
соответствующего коэффициента 


полиномов Лежандра будет меньше 


разложения функции 
М, 


Ит— в +4. 
Этсюда следует, что если мы докажем сходимость ряда 


ММ М. Чань 
И! — 24 + 4* 


то вместе с тем докажем сходимость и ряда (27). 


Введем обозначение 
ЖИ Ма. 


1 
2т +1 > Н 
Интеграл ть СХ „ам по своей абсолютной величине не прево- 
—1 


сходит М (\) 4"; следовательно, по оценке предыдущего параграфа 


будем иметь: 


"НЕ: 
а 
+ 
— п п (п +1)... вт — 1) о" а" 
< ОВЕН бы) са 
Рассмотрим теперь двойную сумму формулы (35) 
т-3 
|Ух-ых.. |< 
У и +4) И... в а 
(т т —п п (п п и 
<» Усть. - : и 
т=0 п=2 
и Вы О 
ое А: (1 — 09)" © О: ХЕ х 
п= 


х УХ т (т.т В)". (36) 


т=п—3 


Оценим в зависимости от индекса п внутреннюю сумму 


до (2т--1)(т- 2)... (ти ЕИ И" уи, (37) 
т=п-—3 
1—0 


1—6 9. 
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Наша задача — установить сходимость ряда (36), поэтому мы можем 
оценивать сумму. 5 для больших значений п. Рассмотрим дробь 


ре _п(п-®... пт 1) 
РУ (т — 1)! г 


входящую в выражение общего члена ряда (37). Найдем отношение 


Чт 


и 


п > 
. Это отношение, равное те остается для всех значений т 
т 


ограниченным по своей величине некоторым числом а. Отсюда 


ит < ат-"+1 ци = ат-п- № ПО... (1—9 
ий и (п— 4)! 
Поэтому 
пт +\... (2—4) хх . т 
о < не. >; (2т--1)(т- 2)... (т—п- 4) (ау). 


т=и—3 


Обозначим этот новый ряд через 51: 


со 


5,= УХ (2т-+(т+2)... (т-п- 9 (ау)". 
т=и—3 
Отметим, что 
Е 
ЕК 


ая 


Ряд 5, можно просуммировать; мы имеем: 


У ео. тии р <) 


_ п— 1)! АО 


(1 — =)" 


Найдем теперь сумму 


№ 2т (т-- 2) (т- 1)... (т—п-+ 4) "= 


т=п-—3 
в. 4 (п— 1178 2(п— 1) (в 32 — 3) 278 
55 43 (1—2)" БР (1 — 2)" 
Следовательно, 
5 __ (п— а 3 (п — 1)1 27-8 (п + 3—3) 
о (4— 2) "+1 
— 12а 27 3-3 
неа #511] - о" 
Итак, 
пп +1)... (8—4) сту — 
Жы (п— 4)! а? (1 — ау)" +1 
или 


ов 
а? (1 Е ау)" у 


5<п(п-+ 1)... (21 —4)п(п-— 1) (п- 2) (п—3). 
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Вернемся теперь к ряду (36). Мы получаем, применяя к общему его 
члену найденные выше оценки: 


со т-З 55 р © и 
|У хх... <а Е. 
1—0 |= 


п(п-- 1)... (21 —4)п (п— 1) ®— 2) (п—3З). 


а 
или 
ее ии 1)... (2—4) ®®— 1) ®— 2) ®—3) 
о нс В — 7 (7 — п — п — 
Ух. ых. в» п! х 
т= П=2 
у аи УМ (2) п_ й 
а) Е — а2у (1—0) (1 —а9) г 
чи... (2 —Япп— 0—2) ®—3) Г (4—Фами) 1» 
| >. в | (1 — 04) (1 — ау) ] ь 


Не представляет труда видеть, что этот ряд сходится для доста- 
точно малых значений М (^). Этот результат устанавливает, следова- 
тельно, тот факт, что при замене в формуле (35) интеграла 


= 


ны СХ аа” 


и 


величиною, большей его и даваемой формулами (33) и (34), 
чаем для малых „М (\) сходящийся ‘ряд. 
Ряд, находящийся в формуле (33), пишется так: 


мы полу- 


е а ИХ = 
ею 


р=7! р=т 
и, следовательно, 
1 “. 
- - р : з " ь .. — 
хи) 4% < @т- 1) М") \ п(п-+ 1)... (пр— 1) 


44 р! г: 4?. 
ей т=т 


Если мы теперь подставим прав. ю часть этого неравенства вместо соот- 
ветствующего множителя формулы (35) и заменим вместе с тем Хи (ъ) 
единицей, то получим некоторое чисто, ограничивающее сверху модуль 


функции (, (р). Это число мы можем приравнять числу ий 
1 


‚ которое 


согласно предыдущему ограничивает сверху функцию (.,. Итак, 
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М, ад’ а п (т- 2)... (т—пв- 4) 
Я эр Х ХУ тм" ы х 
т=0 п=2 
< п(п- 1)... (В р— 1) 
* р р! г в ри у 8 
р=т 


Для функции С (5) ограничение можно получить, исходя из формулы 
(29) через ограничение для заданной функции Ф_(ь). Это неравенство 
для функции С, (2) мы запишем в виде следующего тождества: 


(38') 


М, определяется по заданной функции Ф(р). Умножим равенство (38) 
на ^', а равенство (38’) на \ и сложим результаты умножения, придав 
числу г все целые значения от 2 до со. Получим: 


© т-З со 
м т (т--2)...(т—п-Е4) (®-1)... (®-р-—1) 
> НУ рем" та я И: 
т=0 ее р=т 


Таким образом, для определения функции М (*Х) мы получили транс- 
цендентное уравнение. Полагая в этом уравнении ^ =0, мы видим, 
что оно удовлетворяется значением функции М =0. Следовательно, 
наше уравнение, которое имеет лишь один член с первой степенью М, 


М 
а именно ———, обладает единственным голоморфным решением, изо- 
а—а’ 


бражаемым степенным рядом по переменному »), сходящимея вблизи 
нулевого значения этого параметра. Все коэффициенты степенного ряда 
М (\) положительны. Таким образом, мажоранта ряда, изображающего 
искомую функцию (, построена, и мы можем утверждать, что ряд (27) 
сходится и представляет решение нашей задачи для достаточно малых 
значений параметра Х или ях = 2жА3). 

Следовательно, мы пришли к такому результату: если на плоскости 
3 =0 дана такая функция О, которая может быть представлена в виде 
ряда 


И = - ПАЗ ат У Виз Хь ( (39) 


с коэффициентами В», удовлетворяющими условию Я а: 


ф = - и числа А ий даны (А< 1), то можно найти под плоскостью 


2—0 для достаточно малых значений параметра задачи & такое одно- 
родное тело плотности 1, симметричное относительно оси 07 и мало 
уклоняющееся от сферы радиуса А, находящейся на глубине #, кото- 
рое в точках плоскости &=0 обладало б:. заданными значениями (39) 
своего ньютоновского потенциала. Функция Е зависит от перемен- 

6+ 
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ного |, связанного с расстоянием р точки плоскости &==0.от начала 
координат формулой 


"ПУн+я. 

Поставленная нами задача, решение которой при определенных 
условиях изложено выше, имеет лишь одно решение. Этот последний 
результат содержится в недавних весьма замечательных работах 
П. С. Новикова ($). 


Научно-иссл. ичститут механики Поступило 
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Г. ЗВЕТТЕМАКУ. ОМ ТНЕ ТМУЕВУЕ РВОВГЕМ ОЕ РОТЕХТТАГ, 
ТНЕОВУ 


БОММАВУ 


Та фе р]апе 5=0 уаез оЁ а сегаш Гапейоп О аге олуеп уе 
аге зуттейг1са! ул гезресё 40 \Ъе ог1ола оЁ соог@пафез. "ГЬлз Глас опт 
злуез {Ве уалез о{ 4Ъе Меужботап ро{епйа] о! зоте ипкпо\а Вотоэе- 
пеопз Бо4у о! ип\ц Чепзу 1оса{е@ Ъеому фе р1апе з=0. Тье рго ет 
с0131843 11 {Бе 4еегилпайоп 0{ \Ъе зВаре о! 13 Ъоду. 

УВаё сопсегиз {Ве шисйоп И гергезелпе {Те ро{епа1 оЁ {Ве ипкпо\у а 
роду 11 Ше р!апе 2=0, & \Ш Ъе аззаше аб Из уа№шез ег Баф 
Пе {тот \Ъе уаез оЁ &Ъе рофегла| о{ а Ботосепеоцз зрЬеге о? гад1аз А, 
11016 Чепзу ап@ 1Ъе сепёге аф \Ъе ро1пф (0, 0, — 1). 

п Агб. 4 уе зВо\ \Баё Ще Глеймоп О саппоф Ъе факеп агьигагИу. 
Репой пя Бу р \е 4135апсе оЁ а ро ш Ще рапе д =0{тош Ве ог1ет 


оЁ соог41паез ап Бу в Ме уаше ЗЕ Реже уе аззише {аб е шп- 


УР 
сЙоп 0, аз а лисЯоп оЁ 4Ве сошр]ех уатаЫе |», сап Ъе гергеземей Ъу 
{Ъе {оПоупие зегез: 


А А.Х 
А + 2* с У Вирт Х в (в), 
П=1 
\Беге Х„(р) 1 Гесепдге’» ро]уполма! оЁ 1Ве от4ег п. ТЬе геолоп о! 
сопуегрепсе о{ {Ве зеглез а!\ауз сопба1тз, И зоше ИшИаМопз шВегепе 


11 Фе пайште оЁ &Ве ргоеш аге ппрозеё проп \№е сое 1с1епёз ви, Ве 


т 
3 
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зезтепь (—1, +1) оЁ {Ве геа! ах1з ап@ Ваз 1п 4Ъе уегиса] @тесйоп 


зоше пипипит ех{епф. ТЬе рагё 0{Ё Фе р|]апе ех{егпа] 40 №13 тес1оп о! 


4 1 : . с 
сопуегрепсе шау Ре фтапз{огте4 (м=+ . =) 1060 {Те ищег1ог 0{ зоте 


слгс]е 1п ЩЪе р|апе о{ Фе уамае *х. ш уе о! мВаф Баз Бееп за1а 
афоуе, еуегу апа!уИса1 апойоп \Ъ1еЬ 13 по]ототгрВ1с ут Ве герлоп 
0{ сопуегоепсе оЁ 4Ъе зеглез 11 фаезмоп шау Бе гергеземей чп 113 
гес1оп Бу а сопуегоепф зег1ез оЁ {Ве к1ш4 Беге 1тез4е4 оф. 

Тье едаайоп оЁ 1Ъе гедилге4 затГасе сап Ъе гергезещей 1п {те !оПо- 
утие Тогш: 


г=А(1-О. 


Тве Гаосйоп С 1$ 10 Ъе Чав&егюше4; г 13 шеазагеё {гот 4Ве рошь 
(0, 0, —#). Тье лпейов (С 4ереп@з ‘оу оп \е уамаШе в. Еог Ве 
Чефегилпа\от о{ 113 Гапейоп уме обфала Ше ГоПоуйте ефааЙоп: 


1 


ам а | боя (3) + 
=: 


—1 


со а ий 8 д"-3 в 
ве (еде а Ф в 
7—=3 —1 = 
уВеге 
Ф(„)= УХ, (р), 
т=1 
а А^\” й 
ч=У(2 их.) хь (в) 


]т аедаслос 4613 едиа бой ме Бауе заррозе@ \Таф гшах < #й. Тье зоИоп 
оЁ {Ве ефаамоп (1) сап Бе оБбазшед Бу шеапз оф 4еуеортептф оЁ 1Ъе 
апкпоУую апсМоп С 1110 а ро\мег зег1лез ш 1\Ъе рагатеег ^: 


СОАО... -... (2) 


Рог Ве соеМ1елетз (С„(р) ме оба а зузет о ицеста! ефааМопз о 
$Ъе Пгз& к1та (28). Тп ог4ег 40 аНог@ а роззфИИу 40 зо]уе 1Везе ефла- 
1008 ме птодисе гезётасйопз сопсегиио {Ве стом оЁ 4Ъе соеЙ1слегз 


ф„ аззашлие фВаф 
19| < У", 


уБеге 1 < 2 и 
Оп4ег {Везе аззатрИопз 113 зуз1ет 0! едпаИопз 13 зо1уе4 ап4 {ог 
еась о{ Фе сое Яслелйз („ ме оБаш а зегез 11 Гесепаге’з ро]упопта1з. 
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]п 4Ъе 1256 Агф. 0! 4Ъе рарег уме зВо\ \Ваё Ве зетлез (2) сопуегоез 
Гог зтаП ^ ап@ тергезетз 1Ъе зошМоп о{ \е ргоЫет. ТЬаз уе Вауе 
{Ве ГоПоуйпе гези: 

И ш Фе рапе 2=0 а ГапсНоп 13 элуеп УЪеВ сап Ъе гергезет4еа 
Бу а земез оЁ 4Ве !отш Уд” Х,(р) УИВ соеЙ1еетиз зайзРуше Ве 


1педпа1 у || < М4”, . —_ Вел 1 13 розз1Ые +0 Йп@ а Бото- 
Ч й, В 


хепеоцз роду, зблайе4 Ъе]ому Фе рапе ==0, оЁ ип\ ДдепзИу, зутше- 
{71са1 \ИЪ гезресё +0 {Ве ах1з ОЙ, апа Ч4етюх аб Пе {гот а зрвеге 
о{ гаётаз А ап@ сегиге аб \\е ролшё (0, 0, — 1), Ве Межботав робепиа1 
о! \В1еВ фаКез аб ФЪе ро1пёз оЁ {Те р!апе &=0 ргезст1Бе@ уааез. ТЬз 
зо оп оЁ Фе ргоет 13 пп1дие (5). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОТТЕТТМ ОЕ Т’АСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1.0835 


С1аззе Дез зс1епсез Отделение математических 
зпаВета{сиез еф пафиге!ез и естественных наук 


= 


Е. Д. СОЛОМЕНЦЕВ 
0 НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 


В работе рассматриваются различные классы субгармонических 
функций, определяемые при помощи понятия выпуклой функции. 


$1 

И. И. Приваловым была рассмотрена (5, 3, в) задача о существовании 
предельных значений субгармонической функции любого числа пере- 
менных и, в связи с этим, была построена теория различных классов 
таких функций. Эта классификация может быть сделана более гибкой, 
если, применяя методы, использованные в указанных работах И. И. При- 
валова, ввести в рассмотрение понятие выпуклой функции. 

Заметим два легко доказываемых неравенства 

^ [ же \ /(2) 4 | < изв \ ^ (2) 4 (шез Е > 0) (1) 
В Е 

и 


х [ (12) (2) 42 | = \х/@)] 92) 42 (чай, ая >0), (2) 
Е Ё Ё 
тде / (2) — выпуклая функция (1). 

Эти неравенства верны и для многомерных интегралов. С другой 
стороны, считая ^ (52) неубывающей функцией, отметим легко проверяе- 
мые неравенства 


№ (2) —С=^(2“) <" (2) + С, (С>0), (3) 
где положено 
А? (2)=^ (2), если ^(х)=0, 
Х+ (<) =0, если №(2)< 0, 
№(#')=^(*), ‘ели 2=0, 


Х(2')=^ (0), если < 0. 


В этих неравенствах С — постоянное, не зависящее от Хх. 
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52 
Во всем дальнейшем будем понимать под и(Р)=и(т, 01 
функцию, субгармоническую внутри шара с центром в начале коорди- 
нат, радиуса единица, пространства р (р> 2) измерений. Рассмотрим 
определяемый следующим условием класс субгармонических функций 


[шт (7, бы»... бы) 46 <К (<) (Аз) 


‘де интеграл берется по единичной сфере, ^ (5) —функция выпуклая 
неубывающая при О<х<--<2, отличная от постоянной. При этих 
условиях (7) не может быть ограниченной в интервале О<х—< + <. 

Если, сохраняя выпуклость и возрастание функции ^ (5), продол- 
жить ее на интервал — © < х< со, то условие (А,‚) можно заменить 
следующим: 


1% [а (^, 6, ..., 65-1) 149 < К < 1). (А) 


В самом деле, так как ^[и(Р)] функция субгармоническая, то усло- 
вие (Аз) эквивалентно следующему (?): 


( Е ры (А;) 


Положив х=и(Р) и применяя неравенства (3), покажем, что в свою 
очередь условие (Ах) эквивалентно (Аз). 
Если (5), начиная с некоторого х >> 0, делается и остается больше 


^. (1), то класс А), содержится в классе А,.. Это следует из нера- 
венства 


№ (27) = № [#]--^, [4] —^, [9], 


где а—то число, начиная с которого ^, (2) > ^,(5). Еели, 


начиная 
с некоторого х > 0, ^, (1) = ^, (5) и 


1: (2) < 
А» (2) о М (М А 0), (4) 
то классы Ах, и Ал, совпадают. Достаточно доказать, что класс Ал. 
содержится в Ал.. Это следует из неравенств 


№ [2+] < ^, [2+] < М», [2+“] 


НИ] «Аз [2+] + [№] — № (0), 
где 

Х [2+] = (2), если х=\, 

Х [2+"] =^ (№), если < М 
и М — число, начиная с которого имеет место (4). Из неравенства (41) 


и того условия, что / (1) Е сопзё, следует, что всякий класс А) содер- 
жится в классе А}, т. е. в классе, определяемом условием 


(ич (м, 6,,.., 6-1) 49 < К (к (5} 


А 
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Как известно, функции класса А, имеют предельные радиальные зна- 
чения почтиь всюду на сфере, которые образуют суммируемую функцию. 

Функция ^ [и+ (Р)| —^ (0) будет субгармонической, принадлежащей 
классу А!, и следовательно, и(Р), функция класса А), имеет ‘радиаль- 
ные предельные значения почти всюду на сфере, которые суммируемы 
зыесте © [и т (1,01, 0,1). 

Из субгармоничности / [и+ (Р)] следует (3), “то условие (А) может 
быть заменено следующим: 


. а (3 
Ни | Ги О к (А) 
и =. 

Найдем теперь аналитическое представление, характеризующее функ- 
ции класса А). Известно (?), что всякая функция класса А‚, следова- 
тельно, и А;, представима в виде 


и(Р)=— ( 6(Р; 9) 4» (©) -№(Р), 


где — \ С (Р; 9) а». (9)-- потенциал Грина, а д (Р) — наилучшая гармони- 


ческая мажоранта функции и(Р) в единичном шаре. Обратно, из этого 
представления вытекает, что #(Р) наилучшая гармоническая мажоранта 
функции и(Р). 

Таким образом задача об аналитическом представлении субгармони- 
ческой функции класса А, приводится к изучению аналитического 
представления ее наилучшей гармонической мажоранты. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы субгармоническая функция принадлежала 
классу Аз, необходимо и достаточно, чтобы ее наплучшая гармониче- 
ская мажоранта принадлежала тому эже классу *. 

Пусть #(Р)— наилучшая мажоранта для и(Р). Достаточность сле- 
дует из того, что #\ (Р) = и\"(Р). 

Докажем необходимость. По определению наилучшей гармонической 
мажоранты (2, 3) имеем: 


Йй (, 9-, Я 9, по ЛО В), 


где 
й (”, 0,, ое) 9,1; В) Е 


р ^ кв р—2 
о ны 4 (<В<\). (6) 
9п? (В? — 28» с0$ 1 - 7?) * 


кз |/3 


—= —: 
Здесь и в дальнейшем у— угол между векторами ОР и ОО (Р= 


=: (бт... о ОО (В, б.р), 


\ Х [А (6, ...›бр_1)] 96’ = \ ща ^ [№ * (^,б1,..., бр; В)] 4%”. 
Е—>1 


* Ср. И. И. Привалов (3, $). 
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Согласно лемме Фату (4), применимой к функции ^ [1+] —^ (0), 
Г (и бы»... В -,)1 46 <= Шиа ЦИЯ (и, бы, ...,0 ва’, м0) 
В—>1 


Из (6) имеем 
= 
1 й р-—2 
Я 


2? (В — 2Аг с0$ 1-[ г®) 


до. (8) 


Подставляя (8) в (7), получим 
ны 
[г 
< | > © КВ (- В, 9, „бра оз ри АЖ 
| › 


р 
Е-1 т 
— 28^ с0з 1 + г?) * ) 


Наконец, вспоминая, что 


= Е 
т > 451, 
— 2А^ с0$ { г2) 2 


применяем неравенство т и, меняя порядок интегрирования, получаем 
окончательный результат: 


\ о, в. , аа им \ Хх [@+ (В, 01, ..., “р 1) 40. 
ЕВ—1 


> 3 т 
Последний предел конечен согласно условию (А®)). Итак, основная 
теорема доказана. 
Если ^(7) таково, что, начиная с некоторого х, 


и И 6 (9) 


то, по доказанному, класс А. совпадает с классом А,. Известно (5), 
что гармоническая функция класса А, вполне характеризуется предста- 
влением в виде интеграла Пуассона-Стильтьеса общего вида: 


й (г, ВОВЕ р— ПЕ 


"Я "СО а": И 
(1— 2760$ 4 + =?) ® 
Во 


2? (1 — 2" 03 1 + 1?) * 


@% (е), 


>. 


где ф (е) =, (е) —%.(е) есть разность двух неотрицательных аддитивных 
неубывающих и непрерывных снизу функций ®, и ®, открытого мвоже- 
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ства е с производной, равной нулю почти всюду. Иначе, # (Р) характе- 
ризуется разложимостью на разность двух неотрицательных гармони- 


ческих функций 
. П(Р)=(Р)—№(Р), 


причем за #,(Р) можно взять наилучшую гармоническую мажоранту 


для й' (Р). 
Если ^(5) удовлетворяет условию 
5-й 
По __ 505, (10) 


х—со 


то справедлива следующая теорема единственности * 
Если гармоническая функция #(Р) удовлетворяет условию 


АА (м, 6»... 6-4) 1145<К ("<4) (11) 


и на сфере имеет радиальные предельные значения, почти всюду равные 
нулю, то #й(Р) есть тоэюдественный нуль. 


В самом деле, для фиксированной точки Р=Р (г, 6,,..., 0—1), 
ао | (ен)? 
и р а® (г в-1) 
# (В? — 28» 0$ 1 | 7?) ® 
или 
Г, 2 
(Ру ео > › 
2=° Е 2т? С(Е) 


где ЕиС (Е) — измеримые множества на единичной сфере, причем С (Е) 
есть дополнение Ё по отношению ко всей сфере. Из последней формулы 
находим 


ЕЕ —2 
В? — "?) ВР 
1% (ВР) |= С :) ее им м 
= Е (82 — 28» с0з 1 + 7?) 
т. Е мй В-? 
Е 2/ В (Во, и Яра | (8 7? 7. а®. 
эп? С(Е) (В2 — 28» с0з 1 - и?) * 
Оценивая интегралы, имеем 
г —— ы 
|8 (Р ее о ры ааа 


Е 
№ 


е. | [1% (В, 94, оао ар) |4} Е 


С (Е) 


* Ср. И. И. Привалов (3). 
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Применяя неравенство (1), получим 


18 (В, 94, ..., бр-1) |0 = 
СЕ) 
ре . 1] 
<шезС (Е). ^ Ч аесЕ УПА (, ва»... › ар-1)1149] , 
С (Е) 


где ^ (1) — функция, обратная ^ (5), т. е. 
2 (<)] ==. 


Применяя условие (11), окончательно получим: 


о о {АСВ аьь . ара) [49 + 


:2. (В —г)Р-1 
2 Е 


+ тез С (Е). ^" [ее |} - 


Легко видеть, что условие (10) равносильно следующему: 


И 
х—со 
Выбирая теперь, с помощью теоремы Д. Ф. Егорова, множество Ё так, 
чтобы тез С (Е) была достаточно мала, а на Е 1 (Р) равномерно стре- 
милась к нулю, и затем выбирая В достаточно близким к единице, 
докажем наше утверждение. 
Докажем, чтс ‘если ^(х) удовлетворяет условию (10), то класс А» 
вполне характеризуется тем, что наилучшая гармоническая мажоранта 
представима интегралом Пуассона-Стильтьеса частного вида: 


р. 
2 


р 
г(3) а 
й (Рае # (1525, тео Яр) А. а® 
9п* 


(1 — 2^ 60$ 4 - 7?) 


1— 


Мы 

2 

р. | р. а (е), 
2? (1 — 2^ с0$ 4 + 2?) 2 
где $, (е) — неотрицательная неубывающая аддитивная функция множе- 
ства е с производной, почти всюду равной нулю, и, кроме того, 
Х [из (1,6;,...,0»_1)] есть суммируемая функция. Покажем сначала, 
что функция, удовлетворяющая этим условиям, принадлежит классу А). 
В самом деле 


р 


ви 
2®* (1 — 2^ с0$ 1 -Ё г?) ® 
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Применяя неравенство (2), получим 


Ю 
Уи аа т ори 
[#`(Р)] ет Х [из (1,91, ..., бр 1)] ПЕ ИЩЕТЕ 
2т? (1— 203 1 + ^?) 2 


откуда следует доказываемое утверждение. 
Обратно, пусть 


у ок 
Тогда гармоническую функцию й(Р) можно представить в виде разности 
лвух неотрицательных гармонических функций 
п (Р)=1, (Р) — 1, (Р), 


где 1, (Р)— наилучшая гармоническая мажоранта субгармонической 


функции #'(Р). По доказанной выше основной теореме 
(о О от 


Из этого следует, что #,(Р) представима интегралом Пуассона от гра- 

ничной функции й, (0) =" (0), причем ^ [№* (0)] суммируема. 
Последние заключения сделаны на основании доказанной теоремы 

единственности, примененной к положительной функции 


1 —^? 


Вр 
й'(Р)=1а(Р) р и И до, 
ат 


р 
(1 — 2^ соз 1 + "?) 2 


принадлежащей классу А). 
Итак, функция класса А, характеризуется представимостью в сле- 
дующем виде: 


и(Р) = — (6(2; 0) 4 (0) + 


Г (2) 1 
о -Р. ть 
ет (1 — 2" соз 1 + и?) 2 
г() 
5 та 
Р. | р 443 (6), 
отв (1 —2^ с08 1 + г?) 2 


где — \ С(Р; О) 45. (0)— потенциал Грина и %»› (е) — неотрицательная ад- 
дитивная неубывающая функция множества е с производной, почти 
всюду равной нулю, а и(1,&,,...,@р_1) вместе с \ [и+ (1,91,..., @р-1)] 


суммируема. 
Полагая здесь ^ (1) =29 (4 >. 1), мы получим классы, рассмотренные 


И. И. Приваловым (5). 
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Рассмотрим класс В, субгармонических функций таких, что интеграл 


( Аа (г... Ба и Ш 


е 


есть равномерно абсолютно непрерывная функция измеримого множе- 
ства е на единичной сфере. Очевидно, класс В, содержится в классе 
А). Если ^(х) удовлетворяет условию (9), то, как раньше, докажем, 
что класс В, совпадает с классом В., т.е. с классом, определяемым 
условием: интеграл 

ПТ (Гб, ки буа@® 


е 


есть равномерно абсолютно непрерывная функция множества е. Этот 
класс был изучен в работе И. И. Привалова (3). 

Если же » (5) удовлетворяет условию (10), то докажем, что класс В; 
совпадает с классом Ал. Достаточно доказать (3), что если и(Р) при- 
надлежит классу А), то 


В \ = \ Ха 6х. ауаы 


7—1 


ибо ^ [ит] —) (0) есть неотрицательная субгармоническая функция. 
Согласно лемме Фату имеем 


1 > ш* (обе ое = Али бмв раю. 


7—1 


'С другой стороны, из (12) получаем 


в. 
2 ди 
В м 5_ 4%. 
2%? (1 — 2^ с0$ 1 + 2)? 
Отсюда | 
т \ Х [и (", 01... , бр) 49’ = 
=. | 
С Ри. + (1 9 — г ; 
= Ни Ао ь |. о РР 5 4% р 4%’. 
десо << о 
ь | ры (1 — 2^с0$ + + г?) ? ) 


Наконец, примехя. неравенство (2) и меняя порядок интегрирова- 
ния, получим 


Пт \ Аа 9, 2. о \ хр (оч | 90} 
7—1 


что и требовалось доказать. 


Полагая здесь ^ (2) =24 (4 > 1), мы получим классы Ва, рассмотрен- 
ные И. И. Приваловым (3). 


О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 579 


$4 


Рассмотрим еще класс С. субгармонических функций таких, что 
интеграл - 


\ Ро. 0, 
е 
есть равномерно абсолютно непрерывная функция множества е. 


Здесь ^(х) должно предположить функцией, определенной для всех 
значений 1 и неубывающей. 


По терминологии И. И. Привалова (3), субгармоническая функция 
Х [и (Р)] принадлежит классу С. Следовательно (3), для того чтобы и(Р) 
принадлежала классу С,, необходимо и достаточно выполнение следую- 
щего условия: 


Шт | Ри (бы, ..., бы) [4 = \ р. 


т—>1 у 


ТЕОРЕМА. Для того чтобы субгармоническая функция и(Р) при- 
надлежала классу С„, необходимо и достаточно, чтобы ее наилучшая 
гармоническая маэкоранта принадлежала тому же классу. 

Обозначим нанлучшие гармонические мажоранты функций и(Р), 
Х [в (Р)] их [#(Р)] соответственно через й (Р), Н (Р) и Н, (Р)- 

Очевидно, Н,(Р) = Н(Р). Докажем, что Н, (Р) = Н(Р). 

Достаточно доказать, что 

Н! (0) =Н (0). 


По определению НЯ, (Р) имеем 


а "Я 2) 2 
(0) = — о 1(0; В) =Нш ——- ^^ | [1 (В, 6:,..., 0,1) д®. 


В-1 


По определению #(Р) 


АСВ би о Ее бы] (В В 
==. 


Подставляя, получим 


ры 


Е: Е1—>1 


р. 


В — В*) ВР * | , 
х [и (ть ре) ( Е и : 
(8? —2В,В созт-+ В?) * 
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Наконец, применяем неравенство (2) ко второму интегралу написанного 
равенства и окончательно получаем 


ПУ 3 [ (2 

Н, (0) = Ню (2) [о о 
Вы —- В: —- 
2? ( 2? 


2 д?) рр-? 
х [ан ИЕ ЕВЕ 


(В? — 28, В соз1 + Аз) * ) 
р 
г(3) 
ей 


2 


ие 


т 
В-1 


шт Н (В, 6,,..., 1; В, ) 4’ =Н (0). 


1 
Е1->1 


Итак, наилучшая мажоранта для ^[и(Р)] есть в то же время 
и наилучшая мажоранта для Л [1 (Р)]. 

Известно (3), что для того, чтобы субгармоническая функция при- 
надлежала классу С, необходимо и достаточно, чтобы ее наилучшая 
гармоническая мажоранта принадлежала тому же классу. Принадлеж- 
ность же функций и(Р) и #(Р) классу С, эквивалентна принадлежности 
функций ) [и (Р)] и Х [1 (Р)] классу С. 

Теорема доказана. 


$5 
Пусть $ (2)—возрастающая вогнутая функция. Функция ©-1(5), опре- 
деляемая соотношением 1 [9 (х)] =х, будет выпуклой. Будем называть 
функцию и(Р) х-субгармонической, если функция [и (Р)] субгармони- 
ческая. Из соотношения 


и(Р)=з [+ [ш (РП 


видно, что и(Р) будет тогда заведомо субгармонической. Если неубы- 
вающая функция ^ (5) выпукла относительно ф$ (57), т. е. если Х [®-Цх)] — 
функция выпуклая, то ^ [и (Р)]—функция субгармоническая (здесь и в 
дальнейшем и(Р) обозначает ‹-субгармоническую функцию). Это видно 
из соотношения 


[и (Р)] =^ [9-1 {® [в (Р)] }]. 


Будем понимать под ^ (5) выпуклую относительно $(5) неубываю- 
щую функцию. Рассмотрим класс Н, $-субгармонических функций, 
определяемый условием 


ум еб ак. (Н)) 


Заменяя в неравенствах (3) ^ через ^ [$1], а х через $[и], обнару- 
жим, что условие (Н.) эквивалентно следующему: 


(ле {+ [и (г, 81, .. > вр—1)]}] 4% < К. (Н;) 
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Если, начиная с некоторого х, ^, (2) > ^,(2), то класс Н,‚, содержится 
в классе Н),. Если, начиная с некоторого х, ^, (2) > ^, (5) и 
Ял (2) 
ЗМ (М>0 
[=] ( ), 
то классы На, и Н», совпадают. 

Из условия (Н;) видно, что утверждение. «функция и(Р) принадле- 
жит классу Нл» эквивалентно ‘утверждению: «функция $ [и(Р)] принад- 
лежит классу Аль. 

Если ^ (7), при всех достаточно болыших х, удовлетворяет условию 


=1 
о. < К или, иначе, НЕ ой, (13) 
то класс Аль-ц совпадает с классом А., а это означает, что функция 
и(Р) рассматриваемого класса Н, такова, что © [и (Р)] принадлежит Ау. 
Обратно, если ©[и(Р)] принадлежит классу А‚, то и(Р) принадлежит 
классу Н),. Следовательно, этот класс Н, характеризуется представи- 
мостью в виде * 


( Г (2) И \ 
в(руе-} — | 6(;0)4ь (0) + Е | Е |. 
| 2%? (1 — 2. соз 1 + ^9) 8 
где $ (е) =$ (е) —,(е) есть разность двух неотрицательных аддитивных 
неубывающих функций $, и $.. 
Если ^ (51) удовлетворяет условию 


А[9— 1 (2)] 


1 | + со или, иначе, ша ^^} = фо, (14) 
х>- с х—-Н оо ф (=) 
то класс Н, характеризуется суммируемостью граничных значений 
^ [и (1,0,:,..., бр1)] и о[и(1,0,,..., 6,_1)] и представимостью в виде 
и(Р) [6 9) 4» (9) 
р 
| и. 1 — 
Е Е О ен) = до — 
21? (1 — 2^ со 1 + #2) * 


"22| о . 4% (е) 


2т? (1— 2" 05 1 - 7?) ? 
где $ (е) — неотрицательная аддитивная неубывающая функция множе- 
ства е с производной, равной нулю почти всюду. 
В этом случае класс Н‚ может быть охарактеризован еще иначе. 


Именно, для того чтобы функция и(Р) принадлежала классу На, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы интеграл 


(А+ Ги (6..6) (1) 


* Ср. класс А.. 
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был равномерно абсолютно непрерывной функцией множества е. Оче- 
видно, что условие это достаточно. Обратно, если и(Р) принадлежит 
классу Н., то $[и(Р)] принадлежит Азе-| и значит, Вл е-0. Восполь- 
зовавшись неравенствами (3), в которых ^Х заменим на ^ [Ч ах 
на х[и], убедимся в справедливости утверждения. 

Как и при рассмотрении классов В, и С., усматриваем, что усло- 
вие (Н;) эквивалентно, если )^(2) удовлетворяет (14), следующему 
условию граничного характера: 


} + + 
По |» [2 (7.6... 68 | [а (А оон 
п>1 
Московский гос. университет. Поступило 
31.У.1938. 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Нагау О0., 116 1емооа ФТ. апа Ро1уа @., шедиаНЯез, СатЬг1азе 1934. 

2 Привалов И. И., Субгармонические функции, Москва 1937. 

з Привалов И. И., Различные классы субгармонических функций в связи с их 
аналитическими представлениями, Изв. Акад. Наук СССР, Матем. серия, 
№ 2, 1938. 

4 Валле-Пуссен Ш. Ж., Курс анализа бесконечно малых. т. 2, русск. 
перев., 1933. 

5 Привалов И. И., Граничные задачи теории гармонических и субгармониче- 
ских функций в пространстве, Матем. сб. 3 (45) :1, 1938. 

6 Привалов И. И., Об одном классе субгармонических функций в связи с его 
аналитическим представлением, Изв. Акад. Наук СССР, Матем. серия, 
№ 3, 1938. 


Е. ЗОГОМЕМТЬКУ. ОМ`ЗОМЕ СТГАЗЗЕУ ОЕ ЗОВНАВМОМ!С 
ЕОМСТТО М5 


ЗОММАВУ 


12 Ь13 рарегз (5›3,6) 1. Риуа0оН сопз14егеа (Ве ргоеш о! ех1зепсе 
оЁ {Ве Боип4агу уааез о{ а забЪагтопае песНопй 0 апу пашбег о! 
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А. В. ГЕЛЬФАНД 


ПРИБЛИЖКЕННОЕ и НТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 


{ Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Работа дает обобщение известного метода акад. С. А. Чаплыгина 
для приближенного интегрирования системы обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений первого порядка. 


$ 1. Обобщенная теорема С. А. Чаплыгина 


В основании разработанного акад. С. А. Чаплыгиным метода (1) при- 
ближенного интегрирования системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка, решенных относительно производных и 
удовлетворяющих указанным ниже условиям, лежит следующая теорема, 
которая является обобщением теоремы С. А. Чаплыгина о дифферен- 
циальных неравенотвах: 

Пусть нам даны непрерывные вместе со своими производными функ- 
ции у, для которых имеют место неравенства 


Ун > р (2, Ул» эл» ---› Ума) (2=1,2,...,п) ы) 


и которые удовлетворяют ‘начальным условиям 1=41у, =; пусть 


такэоке функции | непрерывны, и пусть существуют непрерывные 
производные 


9}, ее 
5 (2-12. 
причем 
9/: = 
ду, ^ 


Тогда для всех х_> ху области выполнения условий теоремы значения 
рассматриваемых нами функций у. б.дут не меньше, чем соответ- 
ствующие значения интеграл. одогной системы дифференциальных 
уравнений 


мы Пе Ы 


удовлетворяющих тем оке начальным условиям. 
Хотя мы могли бы доказать эту теорему сразу в полном объеме, 
но для наглядности докажем ее отдельно для случая, когда в (*) 
7* 
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невозможен знак равенства (Г), и отдельно для случая, когда в (*) 
возможен знак равенства (11). 
Т. Дано: 


у: =} (2, Ул» Уз» ---> Уп), 
Ул — й (т, Улт› Ул» ---› У та), 
где }+, у: — непрерывные функции, 
Уи (то) = У; (50); 
Ре 
р (1, &=1,2,...,п) существуют, непрерывны и больше нуля. 
Требуется доказать, что Уи > У; для > 1 той области, в которой 
выполняются условия теоремы. 
Доказательство. Согласно теореме о среднем значении имеем: 


9: (хо -- Ато) = У: (то) | Ажоу: (хо - 13), 
| Аж > 0 
1 (20 -- Ахо) = Уи (50) + Ажоуя (хо - й,). 


Так как по условию У (55) > Ч:(5,), то мы можем так подобрать 
интервал Дт, что будет иметь место неравенство 


Чи (то 1) > 9: (2% - й,), 


причем 0 < #, <= Аж, О < 1, < Аж. 

В связи с непрерывностью функции уи во всем первом интервале 
(2. —2-- Ах) имеем ул > Уз. 

Далее заметим, что если в какой-либо точке (или интервале) будут 
выполняться соотношения ул > У, то при данных условиях теоремы 
в каждой такой точке (или интервале) имеем выполнение соотношений 


а ’ 
Уи > Ув 
Действительно, принимая во внимание, что 
в, ь 
ру т ТАЙ 
согласно условию, мы в каждой точке (или интервале), где уи > уь, 


имеем соотношения 


У > | (т, Улл, Узль --.› Уна) >= (2, Ул Ул» ---) Ув) =. 


Отсюда следует, что ул 9;. 
Перейдем теперь к доказательству теоремы для 2 > 1%, находящихсн 
во всей области выполнения условий теоремы. 
Обозначая 2, + А. =, и применяя снова теорему о среднем значез 
нии, имеем: 
У: (2, | Ах) = 9; (21) + Ажлу: (2. №), 
Ав 


Уи (2, -- Ах) = Уа (2,) + Ах у (2. №). 
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Так как согласно доказанному у: (21) >> 9; (21), мы можем так подо- 
брать интервал Дт., что будет иметь место неравенство 


^ уни) > \ (а №), 


причем 0—1 < 4х,, О < #5 < Ая.. 
Отсюда непосредственно следует, что 
а: (2. | 4х!) > У: (2. Е Ат). 
Во всем интервале 2, | Ах, =х, в связи с непрерывностью функции У; 
имеют место соотношения Уи > у;, которые можно без изменений рас- 


ширить на другие интервалы. В результате этих операций мы получаем 
следующую монотонно возрастающую последовательность 


О а И оо Че Сев 


Так как область выполнения условий теоремы ограничена, то будет 
существовать предел полученной монотонной последовательности, т. е. 
будем иметь 

11 2. ==. 
п-—со 

Далее, нетрудно проверить, что нарушение зависимости уи > У: 
не может произойти в той области, где выполняются условия теоремы. 
Этим самым полностью доказана обобщенная теорема С. А. Чаплыгина 
для неравенства в строгом смысле. 


П. Дано: 


У: =} ($, Ул, Уз» .--› Уп), 
12 т) 
уп = Ё: (т, Ула» Узль +. та), 
Уи, в — непрерывные функции, 
Уи (20) — Ув (о); 
9: 


(1, =1,2,....п) существуют, непрерывны и больше нуля. 


Требуется доказать, что у > у; для х > 15 области, в которой вы- 
полняются условия теоремы. 

Доказательство. Так как у известные функции, то мы можем 
систему неравенств ул: > } (х, Улт, Ул» ..., Уи1) заменить системой уравнений 


У = 1 (2, Узл» Узл» ---, Ума) + р (2), 
где р: (1) > 0 и непрерывны. 
Построим новую систему дифференциальных уравнений 
УЕ (2, Ул) Уэа» ---› Упал) Е Рё (2) - эт (т), 
где 
Эт (х) `- 0, т —> 0, уп (2%) — 4% (2%). 


т-—со 


На основании уже доказанного в п. [ для каждой точки области 
выполнения условий теоремы имеем соотношения 


и а 
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Кроме того, известно (2), что УП->ун, если эи-—>0 при т-—> о. 
Отсюда непосредственно получаем, что уи > У; для х›> ху той области, 
где выполняются условия теоремы. 

Аналогично мы можем получить доказательство нашей теоремы для 
случая минорант. 

Приведем доказательство существования майорант (или минорант) 
интегральных кривых системы обыкновенных дифференциальных урав-- 
нений при удовлетворении указанных выше условий. 

Сконструируем следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка, решенных относительно производных: 


Ча =Ё (5, Ул» Уэл» ---› Ипа) Е М: (5—1). 


При М; > 0 их>> 5% будем иметь зависимости 


Уи = (5, Улл, Узл» --- Ута) + М ($ —20) > | ($, Уп» Узл» ---> Ута). (а) 

При выполнении условий теоремы проблема существования майорант 
(или минорант) искомых интегральных кривых заданной системы диф- 
ференциальных уравнений сводится к проблеме существования инте- 


гралов системы (а), а последнее, при вышеуказанных условиях, является 
очевидным. 


$ 2. Поетроение серии аппроксимирующих кривых 


На основании только что доказанного положения мы, при выполне- 
нии всех условий теоремы, получаем возможность построения системы 
кривых 711, Уо1, Уз1, ..., Ул, аппрокеимирующих искомые интегральные 
кривые, причем вышеотмеченные аппроксимации внутри области, где 
выполняются условия теоремы, везде будут представлять собой соответ- 
ственно майоранты (или миноранты) искомых интегральных кривых 
заданной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Теперь перед нами стоит, во-первых, задача построения серии 
систем аппроксииирующих кривых, проходящих через начальную точку 
и все более тесно приближающихся к искомым интегральным кривым, 
а во-вторых, задача оценки сходимости этого бесконечного процесса. 

Для дальнейшего потребуем выполнения соотношений 

т д? 
Хи АА =0:<0 (=42,...,п) (Ь) 
И 

и построим следующую систему функций 


п 
д 2 
Ф (х, Улэ, У25» +5 Уи) а Ё (х, Улл, Уз» ---> Ут) > 5. (Ув2 Ува), 
1 


причем Ут, Уз1, ..., Уи: — уже найденная система майорант * искомой 
системы интегральных кривых, а У1», Уго, ..., Уиз — неизвестные функции. 


* В случае если бы нами наперед была найдена система минорант искомой 
системы интегральных кривых, мы должны были бы потребовать выполнения соот- 
ношений О; > 0. Заметим, что значения О; берутся для соответствующих промежу- 
точных значений аргументов. 
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Построим теперь следующую систему дифференциальных уравнений: 


и 
. Уз ==: (Х, Узо,» ..., Ут) = 4: (2) + — Вл» (2) Ув, 
> Е 
линейную относительно переменных Ур, Уд, зо, ..., Уи, и будем искать 
интегралы этой системы при условии выполнения соотношений 


г (25) = 9; (5). 


Покажем, что в данном случае будет иметь место выполнение соот- 
ношений у; > У» > у; для всех х> 1% той области, где имеют место 
условия теоремы. 

Действительно, согласно теореме о среднем значении и принятому 


условию (Ъ), имеем: 
® 


* д ул 
Л (2, Улэ› Узо» --.> Ул2) = Й (2, Улл» Узл» ---› Уна) № > (Ук — Ув!) -Н Оз, (1) 


В=1 


причем @;<0 (1=1,2..... п). 
Согласно произведенному построению имеем 


$: (2, Ул, Уз» ---› Уз) == [р (%, Ула» Уэл» ---› Упа) + > и (Ук> — Ува). (2) 
—1 


Сопоставляя (1) и (2), получаем 


1: (5, Ут» Уз, ...) Ул) < $1 (2, Ут, У», ...› Уп). (3) 

Из соотношений (1) и (3) получаем следующие зависимости: 
У: = (2, Ут, Уз, ---› Уп) <= $: (%, Ул, Уз» -..› Уп), (4) 
у = | (%, Ул, Уз» ---› Уп) == 9 ($, Узл» Уз» ---5 Ут). (5) 


Из соотношений (4) и (5) получаем 
у: < Ув < Уи. 


Приняв за начальную аппроксимирующую систему майорант У», 
можно теперь при указанных выше условиях и допущениях построить 
таким же методом новую систему майорант У;3, которые еще больше 
приближаются к соответствующим искомым интегральным кривым. Мы 
получаем таким методом бесконечную последовательность систем функ- 
ций, причем каждая из этих систем соответственно все более тесно 
примыкает сверху к соответствующей интегральной кривой. Так как 
каждая из этих последовательностей ограничена снизу соответственно 
искомыми интегральными кривыми, то существуют пределы каждой 
последовательности. 


Мы имеем соотношения 
а > У >в. Зи. щи Итун=У.. 
пс 


В дальнейшем покажем, что у; =У;. 
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8 3. Сходимость и оценка сходимоети приближений 


Пусть нам дана удовлетворяющая условиям теоремы система диффе- 
ренциальных уравнений 


д Ул, У, --.› п), (6) 


и пусть интегралы этой системы удовлетворяют, например, следующим 
начальным условиям: 


Ч: (20) =0. 
Допустим, что 


у: = Уи + аи (2), (7) 
причем у — миноранты системы интегральных кривых, аи (2) > 0 — соот- 
ветствующие погрешности. 

Подставляя значения (7) в данную систему (6) и применяя к урав- 
нениям системы (6) теорему о среднем значении, получаем: 


у: =Уя + аи =} (х, у Нал, Уз + аа» ---› Уп Е ат) ($, Улл, --.› Упа) + 


_ 9}; . 
+ Хе чы- 0: р (8} 
Е=1 


Для оценки погрешностей аз (5) разобъем их следующим образом: 
аз (5) = 6: (5х) + ав (2), 
причем для ясности мы с самого начала будем рассматривать вели- 
чины 4:2(7) как новые остатки, а суммы у (52) -[ 6; (5) как новые прибли- 
жения. Это возможно, так как имеем очевидные соотношения 
у: = (Уун- 6:) Нав; | (9) 
при этом допускаем 6, (2,)=0. 
Отсюда следует, что ар (2%) =0. 
Подставляя значения (9) в соотношения (8), получаем: 


ав = — [уа-лмь =. ., Уп) += ой: 6» ( э-8]+ 


+ У а» 0. (10} 


Следуя идее, положенной в основание способа С. А. Чаплыгина 
построения серии аппроксимирующих кривых по методу касательных, 
возьмем 6, (1) такими, чтобы выражения в фигурных скобках системы (10) 
равнялись нулю. 


Обозначая Уд — } (2, Улл, Ул, ..., Ула) =9;: (2), мы получаем 


р ‹ 91; 
а ду ви (2)-- 91 (2), (11) 


причем 9; (5) < 0. 
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Вследствие того что 


р 9} 
» (2) =0, а О 50, 


из доказанной в $1 теоремы следует, что 6;(5) имеют в ‘области вы- 
полнения условий этой теоремы положительную величину для 5 > 0*. 


На основании соотношений (11) получаем теперь следующую систему 
дифференциальных уравнений: 


аз = — га ак -- О:. (12} 


91. 
Обозначая максимум ду Через К и заменяя 0; максимальным 
А 


значением ** Ш), мы, согласно обобщенной теореме С. А. Чаплыгина, 
получаем, что непрерывные вместе с их производными функции а;, ко- 
торые являются интегралами системы 


В=1 


и которые проходят через ту же начальную точку, будут являться 
майорантами интегральных кривых системы (12). 

Из самого характера уравнений (13) следует, что эта система может 
быть заменена одним уравнением 


а’ (2) = Ма(=) + Ъ, 
где М=пК. 


* Можно доказать, что полученная нами система приближений 
У (2) = уд (2) + 6; (2) 


совпадает с той системой, которая была сконструирована нами раньше. 
Действительно, имеем 


У = ль нь о Уы)  9 ы-+У В въ (в) — 9: (=) = 


д 
= 2 (2, У, Уз, ---, Ут) +: О).. Ьх (5). 


** р — квадратичная форма, которая получилась из квадратичных форм 


Е 


о = дул: ду дин“ 


№1 (2) аи (2) 


путем замены в этих формах коэффициентов 


п 
% 92}; 
дук: ду 


„= 


наибольшим из них, который обозначаем через А. 
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Интегралом этого уравнения является выражение 
28 ( 
ма» < — ма» 
9/2) == \ ба Ра 


откуда следует, что 


9С 
уаз 


аз < \е р 4+. (14) 
о 


В связи с тем, что рассмотренный нами процесс имеет повторяю- 


щийся итерационный характер, мы аналогичным путем можем получить 
зависимости * 


25 
}уа» 
ф 


пах \е 99) ЧЕ, (15) 
0 


где 


т 
И = 4 р Як Чт. 


В 


Оценку быстроты сходимости приближений проведем по формуле (15). 
Это даст нам оценку быстроты сходимости ряда 


У -Н -Нбы +... ) 


или оценку быстроты сходимости систем последовательностей прибли- 
жений Уз, У, ...,Ут,... К системе интегральных кривых у;. Если до- 
пустить, что первоначальные приближения уни выбраны такими, что для 
первых остатков имеют место неравенства 


аз (1) < в, 


то из неравенства (15), на основании вышеупомянутого исследования, 
получим, что 
1 


> * 


Чт, п-т (2) = 92 


Это значит, что погрешность 4; п+1(2) стремится к нулю быстрее, 


Е р 1 
чем член любой геометрической прогрессии, или даже чем член те 


* См. соответствующее исследование в работе акад. И. Н. Лузина (3). 


** Г. Максудов в своих работах (4,5) обобщает метод акад. С. А. Чаплыгина 
для приближенного интегрирования дифференциальных уравнений высших порядков, 
9с0б0 останавливаясь на нахождении приближений для уравнений 2-го порядка. 
В нашей работе, накладывая более узкие условия для основной теоремы, мы уста- 
новили область применимости и доказали сходимость процесса приближений, 0боб- 
шая метод акад. С. А. Чаплыгина для приближенного интегрирования системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 
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$ 4. Практическое применение теории приближенного интегрирования 
сиетемы обыкновенных дифференциальных уравнений 


При сравнении условий обобщенной теоремы С. А. Чаплыгина 
с условиями основной теоремы, доказанной акад. С. А. Чаплыгиным (1) 
для одного дифференциального уравнения, решенного относительно 


производной, мы видим, что в обобщенную теорему входит дополни- 


9, 
тельное условие ду >0 (1, &=1,2,..., п), которого не было в основной 


теореме, но которое является существенным при том методе, ко- 
торый применен для доказательства этой теоремы. 

Кроме того, легко показать, что эти условия существенны для об- 
общенной теоремы С. А. Чаплыгина. 

С этой целью рассмотрим систему двух уравнений 


Гу’ =22 29, 
иду 22 20-1. 


Интегралами этой системы являются функции 


Л 
В 


1 
Легко видеть, что функции 9: ==2*— 5, 51 = —1 удовлетворяют в 
интервале (0—1) неравенствам 


да, 
я ЗА 2-1. 


Имеем следующие условия: 
у: (0) =у (0); 2 (0) = = (0), 
р, ]›, Ш, 21 — непрерывные функции, 
д д 
и =2 > 0, 44 < 0, 
40, ВО. 


ду 95 
Мы видим, что в данном случае выполняются все условия обобщен- 
ь И 
ной теоремы С. А. Чаплыгина за исключением условия Ви. — 0. 
№ 


Непосредственным вычислением легко убедиться, что в данном слу- 
1 ь : 
чае в’интервале (--— 1) будет у, > у, а это значит, что обобщенная 


теорема С. А. Чаплыгина о дифференциальных неравенствах стано- 
зится неверной. 
Тем не менее в отдельных частных случаях путем определенных 
9]: 
р 
подстановок удается показать несущественность условия 5. —0 для 
р 
правильности обобщенной теоремы С. А. Чаплыгина. В настоящей ра- 
боте мы этих частных случаев рассматривать не будем; приведем лишь 


592 А. В. ГЕЛЬФАНД 


результат, который заключается в том, что если последнее условие 

обобщенной теоремы С. А. Чаплыгина заменить следующим (для слу- 

чая системы двух уравнений): 
9] 

5: =, => 0, 

то при выполнении всех иных условий обобщенная теорема остается 

пргзильной. Применим вышеизложенную теорию для решения примера. 


Пример. Дана удовлетворяющая условиям обобщенной теоремы 
С. А. Чаплыгина система: 


[у’=— 8-42 — 195-494, 
| и = У — 52-4 — 9%--14,, 


интегралы которой суть у=10—45; 5=5— 2. 

Путем непосредственной подстановки легко убедиться, что при зна- 
чен”тх у, =10, 21 =5, для которых имеют] место зависимости у, (0) = 
= У); 21 (0)=3(0), в интервале (0—1) будут выполняться неравенства: 


д > —100-5- 42 — 19% - 94, 
я > 10—25 42 9-14. 


Как видно, в данном случае выполнены все условия обобщенной 
теоремы С. А. Чаплыгина; что же касается, в частности, последнего 
условия этой теоремы, то в данном случае 

0, 54>0, 2:>0, %№<0, 
а согласно сказанному такого рода невыполнения последнего условия 
являются несущественными. 

Функции * у, =10; 21 =5 в интервале (0—1) являются, таким обра- 
зом, майорантами заданной системы дифференциальных уравнений. 

Так как в нашем случае ©; < 0, (1=1,2), то мы получаем возмож- 
ность находить более близкие аппроксимации интегральных кривых 
Уз, 52, которые будут также майорантами системы. 


Строим следующую линейную относительно у», 2. систему дифферен- 
циальных уравнений: 


‚ О, д 
У = (т, Ул, а) (У; — У1) о (2 — 21), 


‚ д 
21, а, а) 


д 2 
(Уз— 1) + ы (32—21), 


2 
1 
причем 795, 25 должны удовлетворять зависимостям: 


> (0) =у(0), =» (0) = (0). 


* Мы взяли в качестве первых приближений константы. Если бы в качестве 
нервых приближений мы взяли не константы, то, как легко видеть, для получения 


иных приближений мы получили бы систему линейных дифференциальных уравне- 
ний с переменными коэффициентами. 
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После соответствующих подотановок и упрощений получаем следую- 
щую систему: 
у = — 20. -{ 2. 2 — 195 + 194, 
с =, — 102. -- 42 — 9% 39. 


Решая ее обыкновенными методами, получаем: 


11 39863 78 809 472 
Рь —9.901х __ —20.099х а 
у, =0.099Сте 10.099Сье рот 3961-Е 7880599 › 
40463 39 420 497 


21 
= Се-9-901х -е Сое-80.099х ит д? — т хе 7880 599 * 


Из условия у, (0) = 9, (0); 2. (0) = 2, (0) получаем возможность вычис- 
лить константы С: и С.: 


С. —=— 0.0022; С,=0.000022. 
При помощи непосредственного вычисления находим 


у. (19.105. (10 =4.0945, 
у: (1) = 10, 21 (1) =5, 
у (1)=9, 2 (1) =4. 


Мы видим, что вторые приближения уже дают в точке х=41 по- 
грешность порядка 2—3% по отношению к искомой величине. 


Физико-математический институт Поступило 
Академии Наук. БССР. 4.ХП.1937. 
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А. СЕГЕАМО. ТУТЕСВАТТОХ АРРОВОСНЕЁЕ ПЕЗ 5УЗТЕМЕ$ О›ЕООА- 
ТОМ ОТРЕЕВЕМТЕГГЕ$ ОКОТМАТВЕ$ ОО РВЕМШЕВ ОВОБЕ 


ВЕЗОМЕ 


Га шёо4е 4е 5. ТеварИэите роиг 1Иботег 1ез зуз(бтез @’ваиа- 
Нопз 41 6гепие Иез ог41тайгез Чи ргепиег ог@ге гезоаез раг гаррогё аих 
6гтувез её убгапь 1ез соп@1опт$ 1291а6ез Ч4апз 1а заЦе а ройг Базе 
1е (Вбогёше зи1уап Фит ез6 ипе обпёгаНзаМов 4и \Шбогёле 4е 5. ТеВар- 
Поиште зиг 1ез 116081163 А 6гепнеПез: 
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бет у 4ез юпсйопз сопипие; атзр дие [еитз 4етювез ей обтрат 
1е; тёса[165 


ур Пи об Оо 


еф [е5 сопайлоп; пина!е; =1, у =1; зетт а’аШеитз } 4е$ |опсйоп$ 
сопипиез$ её 4еПез дие [ез автове$ 


А[отз роиг сйадие 2х, аи аотате ой 1е$ соп4аилюп$ 4и 1йевотете 
5014 овтвез, 1ез раеитз 4ез юпсйопз у сопзетеез зетопё ай тот$ 


6ва1ез аих офеитз соттезроп4атез 4ез птлестаез ап зуете 4оппе 
4’6диайоп$ а ]етепиеЦез 


= (9, ука). Ром 
ретррата [ез тётез сопаоп$ пииа!ез. 

Еп поз арриуалЕ зиг се богёте поз роауотз абтотитег Гехаз- 
(епсе 4ез сопгЬез {гёз ппрог(ап(ез 4апз пойте гесБегеБе, роззё4ат& 4ез 
ргорг166з абегиибез её дае поз аубпз арре\6ез ша]огатиех еф ттогап- 
(ез 4ез соитрез 6ота]ез дфае Гоп сфегсВе. 

Еп раззапф епзице а 1а сопзгаеМов @’апе заЦе 4е соагЪез аррго- 
сВбез пойз орзегуопз Ча’! езё пбсеззалте 4’нпрозег аа зузбёте 4оппё 


4’бадайонз @1И6тепиеПез 1а соп@\аой зарр16тегате за1уапе: 1ез 
ехргез$10л$ 


7% 


92 
х ду, а Дук Ау! = 9: (1 ==... ‚ п) 

К, 151 
Чотуепр ауо1г ип з1епе сопз!апь Фапз 1006 Пе доташе ой 1ез соп@ оп 
Чи Ибогёте сбпёгаИз6 4е ТеварИхилие 5016 убгИа6ез. Га сопз\тас Нот 
тёте 4е Па заЦе 4ез сопгБез 41 4еу1еппеп{ 4е ршз еп раз ргосвез 
айх соигрез 1116ота]ез согтезроп4ап{ез ез6 еМесаее аа шоуеп 4’апе 
ш6о4е 41, раг апа]ос1е ауес сеЙе Ае ТеварИоите, реш &хе арре- 
16е бое 4ез 1апаепуез. 

№ опз абтоп(тотз епзаЦе аие 1ез зиез оепаез Ч4ез сомгЬез аррго- 

с№ёез Чат з’арргосВепь 4е ршз е, р\№з аах сомгЬез 1иё6зтга]ез сБегсв6ез 
сопуегоеть 1тёз уЦе саг [уж —9:| ((=1, 2 .,п) ез! апе диап {е дот 
пе зиграззе раз ст 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАОРЕМ!Е ОЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 1.0855 


С]аззе Чез зс1епсез 


: Отделение математичесныь 
тапета диез е{ф пафигеЦез 


и естественных ваук 


. ; 


М. М. АРТЮХОВ 
ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ АЛГОРИФМА ЯКОБИ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 
Вводится обобщение алгорифма Якоби, дающее возможность найти 


необходимое и достаточное условие линейной зависимости единицы и 
трех данных иррациональных чисел. 


$ 1. Обозначения 


Для вещественного числа х будем обозначать наибольшее целое 
число, в нем содержащееся, посредством [%], его дробную часть {*}, 
расстояние до ближайшего целого числа (%) и ближайшее к нему 
целое [») (в случае, если %х отстоит одинаково от двух целых чисел, 


[а) будет обозначать у нас то из этих чисел, абсолютная величина 
которого меньше). 

Условимся говорить, что числа 1, в’, а”’,... , а (или, короче, 
числа я’, о’’, ..., 9(")) линейно зависимы, если существуют целые 
рациональные числа А, А’, А”, ... ‚, А, не равные нулю одновре- 
менно и такие, что А+ А’о’+ ... + Аж 0. 


$ 2. Введение 


При разложении в непрерывную дробь некоторого числа &’ мы по- 
лучаем цепь равенств 


9 


ры р ) . 
= а, = Чат, ‹.. 3 ба 
51 2 
где 4 = [в]. 


Известно, что если нет такого А, при котором @&=9—1, то процесс 
разложения окг ывается бесконечным и число ©’ в т «см случае ирра- 
ционально. Есл,. же при некотором № 4% =ок—, то разьожение обры- 
вается, и в этом случае я’ число рациональное. Следовательно, необ- 
ходимым и достаточным условием линейной зависимости чисел 1, в’ 
является нарушимость алгорифма непрерывных дробой, примененного 
к числу а’. 

Для случая двух чисел а’, а’ имеется возможность установить 
точно такое же условие линейной зависимости чисел 1, я’, а” с по- 
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мощью обобщения алгорифма непрерывных дробей, данного Якоби (1). 
Для трех чисел а’, а’, &’”’”’ алгорифм Якоби к такой теореме не при- 
водит, однако некоторое его обобщение эту задачу разрешает. В на- 
стоящей работе мы как раз и показываем, как это достигается. Однако 
предварительно мы даем простой вывод необходимого условия линей- 
ной зависимости между числами ’, я” с помощью обычного алгорифма 
Якоби и, кроме того, с помощью алгорифма Якоби, «идущего по бли- 
жайшим целым». 

Далее мы считаем нелишним показать, что нарушимость как обыч- 
ного, так и «идущего по ближайшим целым» алгорифмов Якоби третьего 
порядка, примененных к &’, 9”, я’”’, не является необходимым усло- 
вием для линейной зависимости этих чисел. 


$ 3. Алгорифм Якоби 


Пусть заданы И вещественных чисел а’, ©’, ... ‚ я), причем 
д’ число нецелое. Первым шагом алгорифма Якоби п-го порядка можно 
считать получение из заданных п чисел новых п чисел в, 9’, ..., 94 
по формулам 
й 2 (7—1) 
х=9, + (т)? + же › а — 41") = 
1 1 
где. 
4, == [®'], Ч = [2], о 49 = [26], 


причем 9, +. 

При [х,] -Еа: тем же приемом из чисел &, я’, ... ‚в: получаются 
числа в,, ©,,... ‚ а и т. д. Вообще, если числа а, за, и. 
а”), уже получены, то А-ый шаг алгорифма характеризуется формулами 


7 Е Ге. — (п) — а(п) НЫ 1 
а би — 9 Тю ® ® ть 3 Е К а(") ) ( ) 
где 
Ч» = [2 Ч» —= [1 Е 9%) == [©®) ], 
и вполне определяет числа а, я,,..., 9"), если только 4,9, |. 


Если же Ч =иь_1 то это значит, что алгорифм на А-ом шагу 


нарушается, так как при этом формулы (1) ‘делаются непригодными 
для определения чисел а,, а,, ... › а”. 

Оказывается, что нарушение алгорифма Якоби п-го порядка является 
условием, достаточным для того, чтобы числа, к которым он применен, 
были линейно зависимы. Мы не останавливаемся на доказательстве 
этого утверждения, так как его можно найти доказанным (причем 
в более общей формулировке) в работе Перрона (?). Вообще мы счи- 
таем возможным не вдаваться в элементы теории алгорифма Якоби, 
с одной стороны, потому что они с достаточной полнотой освещены 
в упомянутой работе Перрона, с другой стороны, потому что для наших 


целей не понадобится знать об алгорифме ничего, кроме изложенного 
выше. 
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$ 4. О нарушении алгорифма Якоби 2-го порядка 


Как уже было сказано, нарушение алгорифма Якоби свидетель- 
ствует о линейной. зависимости тех чисел, к которым он применен, 
поэтому здесь мы докажем лишь, что нарушение алгорифма Якоби 
2-го порядка, примененного к числам 9’, а’’, является условием, нсоб- 
ходимым для того, чтобы числа эти были линейно зависимы. 

ТЕОРЕМА 1. Если между числами а’, а’, в’=0, “”’>1 имеет 
место зависимость ` 

А- А’ - А” = 0, 
где А, А’, А” целые и тах (|А|, | А’|, | А"|) =М.>0, то применен. 


и 


ный к &, я’ алгорифм Якоби нарушится на К-ом шагу, причем 
ф=т=3М,. 

Доказательство. Чтобы доказать это утверждение, допустим . 
противное: что алгорифм остается ненарушенным до т-го шага включи- 
тельно. В таком случае имеют место формулы 


й 


р р Л ое яр а, 
ПН: к—1 = Ч га ДЕ о оиь (2) 


и значит существует последовательность пар чисел 
41, 41; 92, 92; ... ; Чт» Чт; Чтча= [@т]у Чтча = [@т]. 


Из этой последовательности и из входящих в условие теоремы чи- 
сел А, А’, А’’ образуем последовательность чисел 


И М” рые (3) 
по следующему закону: 
А Анн ПовАыаа тЫ (4) 


Установим два соотношения между числами образованной нами 
последовательности. Во-первых, заметим, что 


да м ла (5) 


В самом деле, для А =0 (5) имеет место по условию теоремы. 
Кроме того, если (5) справедливо для некоторого К < т, то в силу 
формул (2) и (4) из 


А+ (че Л ре Чат 


, „’ ^’ (8+0 
ИЕ (А ат +а-- и два) ока = — А ) 


следует справедливость (5) и для А--1. 
Во-вторых, из (4) и (5) 


” УР Е 
о - А+?) АА = А п А‘ +8 {а р 


те 
| = | Аль} + Ааа} |. ‚ (6) 
ИМЕН, Серия математич., № 5—6 8 
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Соотношения (5) и (6) позволяют нам заключить о существовании 
следующего неравенства: 


Абак на ВА (7) 


Действительно, прежде всего мы замечаем, что два соседних числа 


А® и АТ последовательности (3) одновременно равными нулю быть 
не могут, так как в силу равенств (5) должны были бы равняться 
нулю все три числа А, А’, А”, чего по условию нет. Далее, если 


числа А® и А+ противоположных знаков, то из (6) мы получим 
В й В р 
Е и = 
и так как. дробная часть всегда меньше единицы, то 
Е-2 7:2 Е-1 
< ва срА ь АВ 


Допустим, наконец, что А и Аб имеют один и тот же знак 
или одно из этих чисел равно 'нулю. Устанавливая с помощью фор- 
мул (2), что всегда 

ара — ба, 
мы имеем здесь 


аа} Ааа} | = | Ах Аи, |, (8) 


причем равенство в (8) возможно лишь, если в: <1 и А 0, 


Но тогда А® 0 и, приняв во внимание (6), мы получим 
|4 | Е 


Если же АТ - 0, то из неравенства (8) в соединении с (5) и (6) 
вытекает 


4+9 | < | 4-91. 
Таким образом неравенство (7) оказывается доказанным вполне, 
Положим теперь 
31 р й . 
Е а я, м. 
и Мм.+1=| А "+8 |. 


Из неравенства (7) мы заключаем, что 


тах (| 485 | а | 484 | ы | ден 
п Е 


пах (| 4+2) | АО | 48) > | 4+8) 


|8 


) 


? 


а следовательно 
М их а И 
Итак, предположив, что алгорифм не нарушается до т-го шага 
включительно, мы должны притти к выводу, что сущест: ует последо- 


вательность целых неотрицательных чисел 4[., М, 
творяющих цепи неравенств 


Мо Мы Мы: Ми 


АО М м.-1, удовле- 
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Это невозможно, так как количество этих чисел М,-+2, тогда как 
наибольш&® из них равно Мо. Значит, теорема доказана. 

Мы считаем уместным показать здесь, что, пользуясь не обычным 
алгорифмом Якоби, а «идущим по ближайшим целым», можно уста- 
новить более низкую границу для шага, нарушающего алгорифм. 


$5. О нарушении «идущего по ближайшим целым» алгорифма Якоби 
2-го порядка 


Идущим по ближайшим целым алгорифмом Якоби 2-го порядка 
мы называем алгорифм, А-ый шаг которого определяется формулами 
Ща а, Чата, 
р 
где 
Чь = [“в-1), Чи= [9 1). 

Так же как и для обычного алгорифма Якоби, нарушение идущего 
по ближайшим целым алгорифма происходит на А-ом шагу, если 
ЧЕ = &,_1; и так зке можно ноказать, что нарушение идущего по ближайшим 
целым алгорифма, примененного к &’,“”, свидетельствует о линейной 
зависимости этих чисел. Покажем, что линейная зависимость чисел 
х’, и” влечет за собой нарушимость алгорифма. 

ТЕОРЕМА ТП. Если между вещественными числами а’, а’ имеет 
место зависимость 


А+ Аа’ А” =0, А, А’, А" — целые 


глах ([21”], |4”) = 0, 


то примененный к ним алгорифм Якоби, идущий по ближайшим 
целым, нарушится на КЕ-ом шагу, причем 


&=т=2М, +2. 


Доказательство. Допустив, что алгорифм не нарушится до 
т-го шага включительно, по числам 01, 41; 42, 92;...; Чт, 9т› КоТОо- 
рые в таком случае должны существовать, и по числам А, А',, А" 
строим так же, как в теореме 1, последовательность чисел 


(т--1) 
АРА ЗАЯ И, 3 з 
в в-1 
Так же, как и там, никакие за соседних числа А и А“ нулю 
одновременно не равны, что вытекает из имеющего место и здесь 
равенства (5). 
Взамен соотношения (6) здесь мы используем равенство 


Е азы еаыаы ЗН оечева а] | 
из которого получим 


| 4) < | А) (%,_1) | Е АСИ и) | 
8* 
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или 
| 4+? | =. А“ | в А+ | (9) 


В (9) равенство допустимо лишь в случаях, если одно из чисел 
А®, АбТЬ равно нулю, или если одновременно имеют место равенства 


‚ 1 " 1 
(-) =>, (Як ЕО (10) 
Следовательно, из (9) при отсутствии условия (10) всегда полу- 
чается неравенство 


о (11) 


Условие же (10) означает, что 
Г. ’ : Л и и = а 
Ч —1 = Ч ОН Як —1 = Чи Ро» 


БЕ, И, ЧА, 


а это по допущенному не должно иметь места для А=0,1,...,т— 1. 
Значит, неравенство (11) осуществляется при любом А < т. 


Положим 
М: == тах (| ды | ) | АА |) й &=0, т, «75$ ‚Мо, и Мм. =| де | ъ 


Благодаря (11) эти целые неотрицательные числа удовлетворяют 
условию М; > М;-41 и мы пришли к серии неравенств 


Мо М ль > Мы, > Ши 


указывающей на невозможность сделанного в начале доказательства 
допущения. 


$ 6. 0 нарушении алгорифма Якоби 3-го порядка 


Перрон в цитированной нами выше работе доказывает, что линейная 
зависимость между числами а’, я”,..., 0”) при п > 3 оказывается усло- 
вием, недостаточным Для того, чтобы алгорифм Якоби п-го порядка, 
примененный к этим числам, нарушался. Но на самом деле доказатель- 
ство Перрона справедливо лишь для п>3, а для п=3 содержит 
ошибку, вкравшуюся в следующее утверждение [(?), стр. 14]: «... зееп 
1, 6,,...,6, розмуе сапе гаМопа!е 7а еп, Фе 4еп Вефтеоииоеп 
епйреп: 

би > ТОН — баре бот, 


А-В, —... (4) = (— 4). 
Рог п>3 з109 91езе з6е&з оТелсВтеи о егГаПЬаг (п1с% афег {г и = 2)». 
Для п>3 такие числа 6,,6,,...,6„ действительно существуют, 


однако для п=3 их нет, так же как и для п=29. Равенство 1—6, -- 
` +5, —6:=1 при наложенных на 6,,6,, 63 условиях невыполнимо. 
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Все же, отказавшись от этих условий, можно построить примеры 
(следуя методу Перрона), показывающие, что линейная зависимость 
между числами а’, ®’’, я’’’ не влечет за собой нарушения ‚алгорифма 
Якоби, примененного к этим числам. 

Мы возьмем в качестве &’’’ корень р уравнения 


4‘ — 023 — а1*?—1=0, а>0 целое, (12) 


удовлетворяющий условию а «р«<а-1 (такой корень всегда у подоб- 
ного уравнения имеется). 

Далее положим &’ = 3 — ар? — ар, &’’ = р? — ар. 

Применяя к 9’, &’’, х’’’ алгорифм Якоби и используя уравнение (12), 
мы имеем 


миа фар =-,, 


а == р? — ар= ма, 
РУ ар -- ар? -- 1 ар*-- 1 
а =а- = й 
т. е. 
41 == 0, 91 = 01 а 
и 
щие р Диора и 
р бо р 2 -%, 


> 


„__ ай --{ й 
и =? —ар=х”. 

Значит алгорифм Якоби, примененный к построенной тройке чисел 
и’, а’, &“”, оказывается ненарушимым, как бы далеко его ни продол- 
жить, так как при любом А мы будем иметь 


й й 7’ ’’ #11 .’ 


бк =“, б=@О , б = 


Вместе с тем, приняв во внимание, что —1 является корнем урав- 
нения (12), легко установить, что 


А То” 0, 


т. е. что числа я’, я’’, а'’’’ линейно зависимы. 


$ 7. О нарушении алгорифма Якоби 3-го порядка, идущего 
по ближайшим целым 


В $5 было показано, что при линейно зависимых числах о’, я’ 
У алгорифма Якоби 2-го порядка, идущего по ближайшим целым, 
может быть установлена более низкая граница для шага, нарушающего 
алгорифм, чем у обычного алгорифма Якоби 2-го порядка. Можно 
было бы поэтому думать, что, в отличие от обычного алгорифма 
Якоби 3-го порядка, идущий по ближайшим целым алгорифм того же 
порядка имеет больше оснований обладать свойством всегда нарушаться, 
если он применен к линейно зависимым числам о’, &’’, а’”’. На самом же 
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деле оказывается, что у идущего по ближайшим целым алгорифма 
этого свойства также нет. Построим пример, доказывающий это 
утверждение. 


Корень р уравнения 
1“ — 2413 —а2? Тат—1=0, а 0 целое, (13) 

заключенный в интервале 2а <р<2а--1 (легко видеть, что такой 
корень имеется), берем в качестве &'””. 

Далее полагаем 

а’ = 3 — 246? —ар, @&’’ =? — 2ар. 
Первый шаг алгорифма с помощью формул 
= 91-Е = о = т ; дат 


должен привести нас к тройке числ ол, 91°, 04 


’ 


Вычислим значения 01, 01, 0:1’, имея в виду, что они должны быть 
ближайшими целыми числами к 9’, а’, о” соответственно. В силу 
уравнения (13) мы имеем 


ее р Л 
ой — ар? фаре А а, 
о р 
я Л 1 : 
откуда в виду ги = мы заключаем, что 01= — а. 
Далее 
02 — — | 
с’ р? — ар =“! = —=а- и ь 
но 
—@р--1 ао 1 
А <, 


следовательно 11 =а. Наконец, 


#7 2403 -- ар? — а 1 а0?—а +1 
ох ти 2а 9—6 


[22 


и так как 


ар? — ар 1 а0? 
З 


р р 
ПОВ — 24. 


Значит, 

мы [29 
р И р 
а = р — 2ар? — ар, 
‚-  @0° — 46-4 

Ы 5 = — 2ар, 

т. е 

=”, а. к =. 


Таким образом мы видим, что алгорифм может быть в данном 
случае продолжен как угодно далеко, потому что для любого А =1,2,... 
мы будем иметь 


’ Й и Г #7 * 


О о. би 
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Вместе с тем для чисел а’, д" 
мость вида | 


Па -о а =0, 


что легко установить, приняв во внимание наличие корня —1 у урав- 
нения (13). 

В результате мы заключаем, что ни обычный, ни идущий по бли- 
жайшим целым алгорифмы Якоби 3-го порядка не обладают свойством 
нарушаться всегда, когда числа, к которым они применяются, линейно 
зависимы. Главной целью настоящей работы как раз и является 
построение такого по возможности ближайшего обобщения алгорифма 
Якоби, которое этим свойством обладает. 


в, имеет место линейная зависи- 


7 


$ 8. «Разветвленный» алгорифм Якоби 
Пусть 9’, и”, а’””’ суть некоторые вещественные числа. Мы будем 
обозначать для краткости всю тройку чисел одним символом (я). 


Положим 
48=0], 9=[], 90 =]; 


91=90-1, 91=90-+1, 9: =9%’ +1 


и, если 9, +’, то далее, 


, 1 и Е ии! 2 го 
=, = д, и = 00 Е Я 
0) 0 0 
й т а” (14) 
’ й и и о 1// и ее 
— = © — Г ОА ЕВ 
и Чт а? 91 РИ ) 9 1 


Получение из заданной тройки чисел (х) двух новых троек, во, 
20, 0 и, а, ва’ [коротко, (<), и ().], по формулам (14) и пред- 
ставляет собою первый шаг «разветвленного» алгорифма Якоби. Если 
[00] == 40 и [1] 01, то, далее, мы полагаем 


о 
с 1 и 7 оо А О 
%0 = 4900 -- 9 Е 40 = 000 в >) 
00 
и 
й й 1 и и “1 И #17 ты 
%0 — 901 ИЕ О 9 %0 — 901 т" 
01 
‚ еее о ато ый рые 
1 — ЧР, о — о 
10 
Л и и 91 #1! 11 11 
’ у 2 
— тт 9, 1 И 1 А Ы 
С а. а у а”, 


где 
4% =[20], 9 =9%9 1, 
О =[®],  Ч9р=99 1, 
Получение четырех троек чисел (%)оо› (%)1 и (%)1о, (%)1: © помощью 
этих формул представляет второй шаг разветвленного алгорифма. _ 
ждая пара троек (%), (%)1 и (%)о, (2): порождается здесь одной из 
троек (2)о, (%), тем же способом, каким эти две были порождены ис- 
ходной тройкой (я). 
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Если числа 90, 901, @10, @11 все нецелые, то, «раздваивая» каждую: 
из вновь полученных троек с помощью формул вида (14), мы придем 
к восьми новым тройкам, и т. д. 

Этот алгорифм может быть продолжен беспрепятственно до тех пор, 
пока для некоторого числа А и некоторой последовательности нулей 
‚и единиц, И, 1, ..., 1—1, ЧИСЛО 4... Не окажется целым. В этом 
случае мы будем считать алгорифм нарушенным на А-ом шагу, так 
как вычисление тройки чисел (х);1,...:.о указанным выше способом 
становится неьозможным. 

Если алгорифм остается ненарушенным до т-го шага включительно, 
то получение троек (5): ... шло и (4); ...*,.1 для любого Е =1, 2,..., т 
и любой последовательности нулей и единиц, 


1 о: А 1. Произво= 
дится с помощью формул 
ы : т: ь ы и; 1 
б 2: Е 91 ..: Аи Е ( 1) а” я я у | 
Е | 
и ? > и я 1 : а; ... ИВ 
1... = Ча... Е ( == ) НЗ. ; (15} 
Па -+. Ули; | 
а аа 1) 4..4 
ен ( ) "< ) 
и. И 
где 
(7) — |2. а 
о Ааа ЕВ. 2, 3, 


(7 — 0(7) 
А а 9:7 р 


ро ВЫ. 1=% 2, 3 

Из (15) непосредственно вытекает, что при 1 = А-т все числа 
троек (а);,...., неотрицательны, причем я’... > 1. 

Построенный таким образом алгорифм обладает свойством нару- 


шаться тогда и только тогда, когда числа, к которым он применен, 


линейно зависимы. Доказательство этого предложения (мы дадим 
в виде двух теорем. 


ТЕОРЕМА ПГ. Если примененный к а’, а", а’’’ разветвленный алго- 
рифм Якоби нарушается, то числа эта линейно зависимы. 


Доказательство. Установим, что если для какого-нибудь № 
и некоторой последовательности 11, 1,, ..., числа тройки (2): 


нейно зависимы, то числа &', &’’, &’” 


в 
также линейно зависимы. В са- 
мом деле, пусть В, ВБ’, В”, В”” целые не равные нулю одновременно. 
числа такие, что 


ВВ’, ЬВ Во (16} 
Из формул (15) мы заключаем, что 

И? # 7 : 

р. нех (—1) у й ет ‘ ... Жл 9: ..: 

ав = а’ Е 4: у 11 ... т а’ . ЕТ й 
О Г 1... 51 к 
РИ 0" 
и а 11 1): 1 11 1}; 
“т = 7 р . 
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Значит, равенство (16) влечет за собой 


В (в... — т, ... 6) Е В’ (а ... из Чи... в) + 
Вы чВ "О 
или 
С-В о. ЕВ’ В" в ола, С — целое. (17) 


Замечая, что в (16) в виду а;’..‚-Е0 хоть одно из чисел В, В’, В” 
отлично от нуля, мы можем утверждать, что (17) сведетельствует о ли- 
нейной зависимости чисел тройки (“)„...,. Повторяя приведенное 
рассуждение еще К—1 раз, мы заключим и о существовании линейной 
зависимости чисел в’, в”, 9”. 

Так как нарушение алгорифма означает, что при некоторой комбина- 
ции индексов 11, 1», ... , оказывается ,...=9н...40, Т. е. что числа 
тройки (*):. ...4: Линейно зависимы, то установленным выше теорема 
доказана. 

Этот простой способ установления линейной зависимости чисел при 
нарушении примененного к ним (в данном случае разветвленного) алго- 
рифма может быть использован и в тех аналогичных случаях, где мы 
ссылались ранее на доказательство Перрона. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если для вещественных неотрицательных чисел я’, 
а’’, и””’, из которых в” > 1, существуют такие целые А, А’, А’, 
АО, 


А+ А’ А" Аа" = 0 


тах (|4 |, | А’ |4” А”) = Мь> 0, 


то примененный к тройке (а) алгорифм должен нарушаться на к-ом 
шагу, в Ё = т=АМо- 4. 

Доказательство. Для доказательства теоремы мы допустим 
противное: что алгорифм может быть продолжен ненарушенным цо 
т-го шага включительно. В таком случае, применяя ко’, и", х’”” 
т шагов алгорифма, мы должны получить вполне определенную си- 
стему целых чисел 


Чл... к би Чл... (В =1, 2, 2 Т, #=0, 1). 
Построим новую систему чисел 


т (&=1, 2, -.-‚ ТЬ и=0, 1), 


11 
связанных с числами 9..0) Чи... р б.н и А, А’, А", А’’ следую- 
щим образом: 


и 96-2 А"4%- 4’ 
и 


А’ = АНА’ А’И-А”’ д: ,, 
далее 


Аб = Ао-- Ао4бо- 040 + 40’40, Ав = ы + Аодол + 091 - Ао 401, 
Ао = А, | 41410 + 4190 + А! 40, Ап= А, Ачи + Ачи- Аг ди, 
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где 
А =:А”, АА”, А -А””, «Арь ФА’, ЕЛ, НЕО: 
Вообще для каждой комбинации 81, %», .... №, 1 < <т, мы положим 
Аз... и Ан ща Ай ьаЧ ды Ан 9, ши РАы о щаФа и» (18) 


Аз, 1 = (— ту А + И—22 а ни Е ( = Ан ЕСТ 


: 19 
Ап. и — и " р о 


Для каждой пары чисел А;’. 0 и Ай... за мы построим число 


, , и и 
Ильи == Аз ... АЕ Ан ор О ое аа а . нЕ А: хз О зе 
Установим, что з;...=0. 


Действительно, заменяя В е;...;, тройку (®) ... тройкой (<)... ана 
по формулам (15), мы имеем 


(-10% а (Аз. к ие в: а тей ные 


й. Е, Е од с А А. 
ОИ 0510 Г ря -. 
1. р 
а \ : би В И 
-- (А; ай. м. 6 И - 1141 вы 4; .. 0; т И Е А; оо Ч 5 г 1 ..: +1 
777 ) 
и --- Иа 
откуда в виду соотношений (18), (19) получаем 
51 ЕН 
о (20) 
1--. Ат 
Приняв во внимание условие теоремы 
Е Е — (0. 
из (20) мы и усматриваем, что 
2..0, К =0, В --: 1. (21) 


Это равенство позволяет установить существенную для нас связь 
между числами Аз...) Ан...) Ан.ци Ан... циа - Именно, из (18) и 
(21) непосредственно следует 


Аз... 0 = Ан. о-в... = — (Ан... и {ао} К Ац а [ый 
НЕА в т» .%}); 
не ао ы—= и ча аи = тм $ ‚а < [1 .. . &}) 
+ А... % (1 — {а..& Е Ай... & (1 — [9 


или 
ее ое ео, =. } = 
Е Ап ел { = — ки : о и - а . м ка пы № ы |. ь (22) 


* Символ {—-«} здесь обозначает не совсем то, что принято называть дроб- 


ной частью; при а целом неотрицательном у нас {—«} 1. 
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Здесь числа Аз..в, Ай..щ, Ан..и одновременно быть равными 
нулю не могут, так как из равенства (21) в этом случае явотвовало бы, 


что и А;...;, =0, а это в виду (19) означало бы, что 
И 


и, продолжая это рассуждение достаточно далеко, мы пришли бы 
к условию - 


ее о 
что противоречит условию теоремы. 
Теперь мы перейдем к доказательству основного неравенства для 


чисел м’. % 


тах А а | Аз а ) ГАз.. |) а 4% |) > шт (Аз .. „| › Я. . 1|), 
к _ (23) 


Мы будем различать три возможных соотношения между числами 
а аа 0) А ее ОА Я 


1 1... ° 
Т. Все три числа Ан..ц, Ан... цв, Ан... одного м того же знака. 
ПП. Два из этих чисел имеют общий знак, третье — противоположный. 
ПТ. Одно из чисел (или два) равно нулю. 
Установим неравенство (23) для каждого из этих случаев отдельно. 
Т. В этом случае, так как все три числа тройки (9); ..., неотрица- 


тельны, причем о..‚’.‚>1, используя (21) и (22), мы получим 
и а та оао 


т. е. неравенство (23) выполнено. 

П. Здесь для определенности мы предположим, что общий знак 
имеют числа Аз... и Ай..., так как другие случаи исследуются 
почти дословно так же. Тогда из (22) следует 


а, а сы) 


и 
| Аз... за | < шах (|Ав ....[— 9... Р Ан... и {— бы иль 
| Е И {| —0.... } |), 


причем равенство в первом соотношении возможно лишь В случаях, 


если 
Га; ыы в} = у в} 0 или 9, ... и} 0. 


Значит, либо 
Миа. = % 1 о, и. &} [< | Ан. (| 
либо 
о = А .. 


2 


и тем самым неравенство (23) осуществляется, либо, наконец, одно- 


временно и 
| м 8:0 


= А Е {и .. А } г М м я Зы 
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а а | = [4 .. а. 8%} +Аи... & 4—9 ... } | 


Но дробные части, имеющиеся в правых частях этих неравенств, 
связаны зависимостью 


о 
а значит, должно иметь место одно из трех условий: 
ое ак (24) 
| — в, РЕ —9. 4%} < 1, 
аи} В [аи = { аи Ни} =1. 
При условии (24) мы имеем 


| Аз... | << тах (| 4; В: 
Ре РЫ ий 


о НЯ 5 в {9 ...%}) 9% 


ва Е ре 


При (25) или (26) 


ГА ыы < шах Аа вр ГАЯ ре 
== ах (| А. [ > |-Аы. ). 


Значит, снова неравенство (23) выполняется. 

ПТ. Предположим, что нулю равно число А;’..., так как две дру- 
гие возможности требуют только части приводимых здесь рассуждений. 
Тогда равенство (22) будет иметь вид 


.- № 


| а ва [= | Ан... 6 т а “а ... $} авы 1; {(—1)= и... з} | 


и следовательно, если Аз... ци А! ..., числа противоположных знаков 
или одно из них равно нулю, то 


0 = тах (| А пе | й а 4% [ба ... |) = 
1... | ) Аз . +. |) 


и тем самым неравенство (23) справедливо. Если же А; 
числа одного знака, то 


и 
с й уе .-. А 


| Аз, ... о | <= шах (| Ав... |, |4... и |) ( (а. .%} ЕЕ {9 .. .%}) >’. (7) 
еб д = шах (| Аз ... т: | 7 | А. ... 1; |) : ({ —@:, ... %} = | —& ... }). (28) 


При наличии условия (24) или (25) справедливость неравенства (23) 
явствует из (27) или (28) соответственно. 

Исследуем теперь случай, отвечающий условию (26). Если в этом 
случае будет 


’ и Я и и 
4, ... &} За. Или [а ... } <, ... 
то, приняв во внимание (24), мы получим 
271 ’ ’ и и 
са | = бы аз... Ан к Е 4... и] 2. :. 


т. е. то, что требовалось. 
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Поэтому остается изучить этот случай при одновременном выпол- 
нении равенств 


и 
ии. = {, .. . 9} М .. гы = {9 сев} . (29) 
Эти равенства `в соединении с (26) эквивалентны одному 
поро ве = (30) 
Применяя формулы (15), получаем 
и 
рр Е 1 й сы я 03 
и 041 ...1;:0 — а’ ) 
т 1 р и 


Но в виду (30) 


1 + О == аа 40 › 1 нЕ [6 .. ‚ 0] = ГЕ [&, — ... 0] 
и потому 


и й 
“11... ое, т. е. 9... 51000 = 0. 


Значит [9% ... 5000] =: ... 100 и алгорифм нарушается на А+ 4-ом шагу. 
Чтобы допущение, что алгорифм остается йенарушимым до т-го шага, 
оставалось в силе, надо поэтому считать условия (26) и (29) невыпол- 
нимыми одновременно при А=0, 1, 2,..., т— 4. 

Таким образом неравенство (23) с необходимостью вытекает из ука- 
занного допущения. 

Образуем теперь новую систему чисел 


Ва бо Вим 
следующим образом. Положим 
ВАТА ВА |, ВА" ВА" |. 


В качестве В; мы возьмем ши (| А, |, |4, ”]). Если этот плиоат дает 
число А,’, то мы положим а | А, |), в противном случае 
Вв = пищ (| Ао |, [Аа ). 

Вообще, если число В, уже определено, мы положим 


и 


Вь+1 = пит (| Ав... 0], ГАй... на |), 


где последовательность &,, &%,, ..., Ви как раз та, которая определила 
число ВЬ, т. е. 


Вь = Ан. %а| = Шт Пн 450 |, | Аз. не 


Рассмотрим пять последовательных чисел Вь41, Вь», Виз, Вьла, 
В»+5. Благодаря формулам (19) мы имеем 


В+: = — | а . №3 |= д: обе в ==] Аз, 25 ри == ть гео | 
а и ое 
и а |= [4 а... |, 

Вь-+4=| Ав... 4, |, 


Ви = —= шт (| ие : о. . м. и) 
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Значит, неравенство (23) приводит нас к условию 
тах (Вьла, Ваз», Вьуз, Вьуа) > Вы, Ё=0; 1,....т—4. (31} 
Если мы теперь положим 
шах (Виа, Ва», Виз, Виа) =МЬ, й =). И. а Мо, М м.+1= Втуа, 
то из (31) без труда заключим, что 
М; > М1. 

Отсюда цепь неравенств 

М > М Мы И 


Но подобная цепь неравенств для целых неотрицательных М; суще- 
ствовать не может, так как количество этих чисел есть М, 2, тогда 
как наибольшее из них Мо. 

Итак, мы пришли к противоречию, устраняющему допущение, чем 
теорема и доказана. 

Замечание 1. В силу теоремы ПУ и с помощью рассуждений 
теоремы ПП мы приходим к выводу, что если для чисел а’, 9’, о''’ 
существуют такие целые А, А’, А”’, А’””, что А+- А’а’-+- А’ -- А’ а" =0, 
то эти числа могут быть построены с помощью разветвленного алго- 
рифма. 

Замечание 2. Если числа а’, я”’, я’’’ линейно зависимы и числа 
А, А’, А’, А’”’ заранее известны, то для. того чтобы достичь шага, 
нарушающего разветвленный алгорифм, нет надобности применять. 
весь алгорифм целиком, а достаточно следовать лишь по одной его 
«ветви». В этом случае надо, получив из исходной тройки (а) две 
следующих (а), и (а)., далее применять алгорифм лишь к одной из них, 
именно к той (я);, которая отвечает меньшему из чисел | Аз" |, | А;'|. 
После этого достаточно применять алгорифм только к той из вновь 
получающихся троек (%);о, (%)1, которая отвечает меньшему из чисел 
| Ао |, | Аз, и т. д. С помощью рассуждений теоремы ТУ легко уста- 
новить, что, следуя вдоль такой ветви алгорифма, мы с необходимостью 
придем к ее нарушению. 

Замечание 3. Теоремы ПТ и ТПУ позволяют утверждать сле- 
дующее: 

Вещественное число х является иррациональностью степени. че выше 
третьей в том и только в том случае, если примененный к числам 
9, а, 3 разветвленный алгорифм Якоби нарушается. 


„[енинградский гос. университет. Поступило 
Я Хх. 1938. 
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М. АКТТООКНОУ. ОМ А РВОРЕВТУ ОЕ ГАСОВГ$ АТбОВТНМ 
ВОММАВУ 


Аз 1; ме| Кпо\уп, 4Ве а]согИВш о{ сопишией {гасмотз аррПе4 10 а 
га\опа] (птайопаН (у оЁ {Ъе Йгзф 4еотее) пашЪег %х плз БгеаК ир аб а 
сег{алп «з{ер». [п 4Ъе ргезепф рарег 1 зВо\ {Баф {Ве зо-саПе4 «Ьгапсвед» 
Тасоь1’з а!согиВш сБагас{ег12ез еуегу итайопаЙфу оЁ 1езз ап ТопгВ 
естгее 11 а зпаИаг мау. 

Аз а ргейнипагу Г езбаБИзВ {Ве {оПо\ашо \Веогетз. 

ТНЕОВЕМ Т. 1] ]0г Ше питфег$ в’, к’, О<х', 1<а’’ Шеге ея 
{йтее 1тчезетз А, А’, А’ зисй йа 


А-- А’ -- А’ =0 
апа 


тах (|4 |, | 4'|, |4” |) =М >09, 


ФЛеп Ласобг$ авотййт о} Ше зесоп4 отает аррпе@ 0 Ше питфегз в’, а’ 
тизф фтеаК ир ай \1е Е-№ 9Яер, шйете Е < ЗМ. 


ТНЕОВЕМ ПИ. /{} ]юг Ше теай питфетз а’, и’’ Ф1ете е215& тее ище- 
2етз А, А’, А”’ зисй фа 


А- А’о’-- А’ =0 
апа 
шах (14°|, |4” |) =М>0, 


пет Ласобг’; @гогийт ор йе зесопа отаег « ргосееаттз 63 1е пеаге8+ зтдебет$» * 


аррйе4 10 \!е питфдетз а’, я’ тизё ФтеаЕ ир аё \1е К з4ер, тйеге 
Е= 2М +2. 


Ког ег | сопз{гис6 {Мо ехашрез мЪ1сВ ргоуе 4Ваб Те сопаилов 
АА Е ДО 


4оез поф ]еа@ +0 а Бтеакше пр оЁ {Ве огдтагу УТасобт’з а!оогИВшт (аз 


уе, аз оЁ ФасоЬ1’з а1еогИВт ргосееблае Бу Ве пеагезф шбесегз) оЁ {Ве 
га ог4ег аррПеЯ № а’, хх”, х’”’. 


АНег №13 Т гебого 40 Фе «ЬгапеВе4» Фасо’ а1еогиВшт. 1 рго- 
сее4з аз ЁоПо\\з. 


Т.еф {Вгее геа! пишЪегз а’, х’’, а’’’ Бе слуеп. УУе риф 
40 = [%'], 490 = [@”'], 40° = [@'”"], 
а 


ап@ сопзгис® 4м0о пе\м 4т1р1ез 90, 90, 0’ ап@ 9, 1, а’ Бу шеапз ой 
{Ве !отае Е 


а „ ри и &5 

ль 7 Ее 0 и 0 
о, бое "еде т, 

ао “0 “0 

а се 077 

Ел \ ГА ЕО 1 АЕ и 1 

ри Е е50. & —01 а ПО = 


* ]асор1?з а1еотИВюш 15 саПей «ргосеедюз Ъу 11е, пеатез& ш{езегз», И 41е пеагез 
1п4ерегз аге изе4 {ог {Ве шсотр!е{е диойет{з шз{еа@ оЁ {Ве епИегз. 
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ТЬ1$ 13 Ше {1г56 збер оЁ 4Ъе ЬгапсВе Уасор1’з а1огИ Ба аррПей’ 
{Бе т1р]её ях’, х”’, а’”’. Аф 4Ъе зесоп@ з4ёер еасЬ оЁ фе оЩаше4 1г1р1ез 
отуез {70 пем 1г1р1еёз ш а зиаЦаг мау. Аё 1Ве Шиа ер от Гог 
пех 1р1е{з ме соше 10 Фе пехё е1оЪф, ес. 

Ц №13 а!оогИБт сап Бе сопипле@ пир 40 Фе (А —1)-4В зер шез1- 
уе]у, Би опе 1тр1её оЁ 1513 збер 13. засеВ {Ваё Из Ёгз® паштьЬег 1$ ап 
ицесег, \ме зау {Ваф \Ъе аогИЪт БгеаК ир аб Фе А-В зер. 

п Ъе ргезепё рарег Г ргоуе 1№е ЁоПожшя \Веогетз сопсегилае {Ве 
ЬтапсВеЯ а1оогиВ: | 

ТНЕОВЕМ 11. Г} Ше Фтапсйеа @зотийт аррпеа 10 Ше питфет$ 
а’, &’’, а’”’ БтеаЁз ир, еп Ш1ете еллбф роит ищеветз А, А’, А”, А’, 
ей ате по ятиПапеои31у зето, засй ат АРА’ + А’ А’, =0. 

ТНЕОВЕМ ТУ. Грг Ие питфег$ п’, к’, а’”', О= ох’, О=за”,1 < а”, 
1Йеге езл5ф фоит пщезетз А, А’, А’, А’ зисй пай 


Я 0 
апа 
па (| а а ВЕ 


еп Фе Фтапсйе@ @готийт аррйей 10 \1е питфетз а’, а”, а’'’ ти 
Ътеай ир ар Фе К-№ $ер, вйете К < АМ - 4. 

Тье ицеоегз А, А’, А”, А’ (И \Веу ех1з1) сап Ъе {оию@ Бу шеапз 
оЁ {Ъе ЬгапсВе а1оог а. 

Озшя Те {Веогетз ПП апа ТУ уе соше 10 \№е ЁоПохуше 

Сопс!из1от: Те теай питбег & 15 ап итапопашу о] 1ез$ тап 
ит й 4езтее, 1} \1е Отапсйе4 Ласобт’$ @вогийт аррпе@ 10 Фе питфег$ 
9. а? а3 фтеай$ ир. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ. НАУК СССР. 1938 
ВО1ЕТ1М ОЕ ГГАСАРЕМТЕ ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ РЕ 1.0855 


С]аззе дез зс1епсез Отделение математических 
па \В6шаЧчиез е% пафигеЦез и естественных наук 


В. А. ЕФИМЕНКО 


0 ПРИБЛИЖЕННОМ ВЫЧИСЛЕНИИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
| СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДИФФЕРЕН- 
ЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается, что собственные значения и собственные 
функции краевой задачи 


Ре 156 = 0; =0 


дх ду 
на контуре Г можно аппроксимировать с любой степенью точности соб- 
ственными значениями и собственными функциями соответствующего 
разностного уравнения с граничным условием $ = 0 на контуре Г», 


аппроксимирующем Г. 


т 


Для приближенного численного решения краевой задачи дифферен- 
циального уравнения часто бывает удобно перейти к уравнению в ко- 
нечных разностях. Собственные значения и собственные функции такой 
краевой задачи разностного уравнения рассматриваются как прибли- 
женные выражения для собственных значений и собственных функций 
краевой задачи дифференциального уравнения. При этом возникает 
вопрос, можно ли при достаточно малом шаге разности й аппроксими- 
ровать с любой точностью собственные значения и собственные функ- 
ции дифференциального уравнения. 

Цель настоящей работы — доказать возможность такой аппроксимации 
для краевой задачи 

и 
о - бу то \5Ф =0, в=0 
на контуре Г односвязной области С плоскости (х, у). Контур Г пола- 


гаем состоящим из конечного числа дуг кривых с непрерывно вращаю- 
щимися касательными *. 


7 


* Для прямоугольного контура возможность такой аппроксимации доказана 
Ричардсоном (*), причем примененный нами способ доказательства в корне отли- 
чается от способа Ричардсона. 


(3 
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Работа основана на результатах, полученных Курантом. 

В статье Куранта (?) доказано, что собственные значения и собствен- 
ные [функции дифференциального уравнения типа Штурм-Лиувилля 
с однородными граничными условиями можно получить путем предель- 
ного перехода из собственных значений и собственных функций соответ- 
ствующего разностного |уравнения с соответствующими граничными 
условиями. При этом Курант считает, что метод, примененный им, 
нельзя распространить на случай двух независимых переменных. 
По мнению Куранта, такое обобщение может быть сделано на основе 
другой его работы (3), где доказывается возможность предельного пере- 
хода к решению уравнения Лапласа от решения соответствующего 
разностного уравнения. 

Об уравнении Лаиласа идет речь и в работе Куранта, Фридерикса 
и Леви (4), где есть указание, что полученные результаты можно раз- 


вить и ‘для уравнения 
2 2 
На -=0 
и даже для уравнений более общего вида. 
Решению этой задачи и посвящена настоящая работа. Приношу 
глубокую благодарность проф. Д. Ю. Панову за помощь, оказанную 
при выполнении этой работы. 


П. Постановка задачи 


Пусть требуется определить собственные значения и собственные 
функции дифференциального уравнения 


9% 9$ 
д (25!) д (45 
дт 0. 
дх т /К НАзф = 0, (1) 


где 


0 <л=л (2, у) 
0О< 5 =: (5, у) = 
(такие же ограничения налагаются на частные производные по хи у 
от функций р, 4, г, $ до 3-го порядка включительно) с граничным 
условием 
Ф=0 (2) 
на контуре Г некоторой области С плоскости (х, 9). 
Заменив производные отношениями конечных разностей, мы получим 
вместо дифференциальног., уравнения (1) с граничным условием (2) 
разностное уравнение 


(24); (4фь); — 0090 -- 5090 = 0 (1') 


с граничным условием 
$ =0 (2) 


на контуре Г», аппроксимирующем Г. 
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Здесь 
_ Ш Ъ У) — (2, У) — (ФУ №) — 9 (2, 9) 
Фх й › Фи р ) 
2 8) й 0) к 
Р`'(2, 9) - 9х (2, у) — р” (а — №, у) - 9, (&-— В, 9) 
(п) — == - 
(рб 9»); Г 
(п) (п) 
р Е У У 
(4 Фи) Г 


Докажем, что собственные значения и собственные функции краевой 
задачи (1), (2) можно аппроксимировать с любой точностью собствен- 
ными значениями и собственными функциями краевой задачи ее (2’). 

Краевая задача (1), (2) равносильна следующей вариационной задаче: 

Среди всех функций ф, обращающихся в 0 на Г, найти такую 
функцию Ф--и(т, У), которая обращает в пипипат интеграл 


р = оо ны 


(Е 
при условии, что 


не = \ зодейу — 1. (4) 
(24 


Вместо того чтобы искать шилтат ДО[] при условии Н [$] =1, можно, 
о решения при этом 
В [$] 
Н [$] 
ограничена снизу. Это следует из леммы, доказанной Курантом [(5), стр. 13], 
Р [$] 
Н [9] 


отбросив это условие, искать плита отношения 


будут совпадать с точностью до постоянного множителя. Функция 


и из дефинитности Н [$]. Обозначим нижнюю грань через ^. Обра- 


зуем квадратичные формы 


Рь [91 = 2 У (ре + 98 + 99) > РФ, 


С 
В —= (№ [2 = = 
Нь [$] = хх о 


Р» [$] 
Нь [$] * 
шиюм’а на ограниченном замкнутом множестве. Пусть среди всех функ- 


ций, обращающихся в 0 на Г», и) будет такой функцией, которая 


а р, [$] р, [м] 
о с А 
обращает в шшипат Не РЕ 


Функция как и всякая непрерывная функция, достигает пли1- 


Другими словами, ^“®) — первое (наименьшее) собственное значение 
краевой задачи (1’), (2), и — первое собственное решение этой крае- 
вой задачи. Наша цель—доказать, что при А —>0 последовательность 

Ир, Ир., Ивз) -- > Ла» ++. (5) 


сходится к функции и такой, что 


с* 
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ДГ 
т. е. такой функции и, что о при о‹=и достигает нижней грани. 
Ход доказательства будет тот же, что у Куранта * при доказательстве 
аналогичного положения для случая одного независимого переменного. 
А именно докажем, 


1) что нижний предел последовательности 


А А а А = (6) 


не больше ^, По ^,=^ <^ (далыше будет показано, что = ^); 
в—>0 Я 2 


2) что из последовательности собственных функций краевой задачи 
(1’), (2’) 
И ,, Ил) Ил, ое Ив», Е 
можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся равномерно по хи у 
к предельной функции и(х, у) в каждой внутренней к С области; 
3) что эта предельная функция и дает первое собственное значение 
краевой задачи (1), (2). 


ПТ. Доказательетво 


[2] 


а О [$] ВЕ # 
й. < на < < 


Так как 
Рь [$] — 2 [$], 
#0 


Нь [$] > Н [3], 
в—>0 


то для достаточно малого № 


И 
|Нь [$] Н [$] 
Отсюда 
ПР, [9 В [$ . 
аз А 5. 
Е о о 
у ) (п) 1 Л» [$] 
Но в виду того что )`”’ есть пт н.в] 
(п) — Вь [4] 
о 
Нь [$] 


к << Х-+ 25. 
Это неравенство имеет место для всех достаточно малых В. 


(^) ‹ Н Н 
А не может быть отрицательной величиной ни при каком значе- 


(В Ре 
нии й, так как )\*) — пиипаш положительного выражения — те . Сле- 
л [9 


довательно, для достаточно малых А имеем 


0 = р | =. 


* См. (2), стр. 49—60. 
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Таким образом для наименьшего из пределов последовательности (6) 
будем иметь 


2° Сначала докажем, что семейство функций и) и их разности по х 
и 4) ограничены и «равностепенно» непрерывны в смысле Куранта * 
в каждой области, целиком лежащей внутри С. Курантом доказано **, 
что. 


|[#(Р)—и(0)|= И 2а8 /вУУш +26 у уу, 


где Р и О — точки, лежащие на линии, параллельной оси х и отстоя- 
щие друг от друга на расстоянии а; величину 6 можно зафиксировать 
для каждой области С}, лежащей внутри С,. Суммирование произво- 
дится. по области, лежащей внутри Сь. 

Если доказать, что суммы в правой части неравенства ограничены 
постоянными, не зависящими от й, то разность и (Р) —и(О) будет стре- 
миться к нулю одновременно с а независимо от А. Тем самым будет 
доказана «равностепенная» непрерывность семейства функций и вна- 
правлении оси х. 

Переходим к доказательству ограниченности 71° УУ их и 1 У У изу. 


2 
#2У Уи — величина ограниченная, так как 
о 
2 1 
РУХ и =. 


Из ограниченности 1“УУ и выведем ограниченность #*УУих и 


Я У У Нь. 


Предварительно докажем, что 
РУХ (р и 99) = У ить 


где с, — постоянная величина, не зависимая от й. 
Рассмотрим 


РУ (р’оих + 9 и), 
1 


где суммирование распространяется по всем внутренним точкам квад- 
рата Я, с границей 5, = АВСР (фиг. 1). Обозначим через и, значение 
функции во внутренней точке квадрата и через и,, и, из, и, — в четырех 
соседних точках, расположенных в таком порядке, как указано на чер- 
теже. Тогда 


Рух Ре - а. 
. $ 


* Курант называет семейство функций и‘), определенное в точках сетки шага №, 
равностепенно непрерывным в области С}, если | и“ (Р;) — и“ (Р,) | < з, коль скоро 
точки Р, и Р, в области С’, отстоят друг от друга меньше, чем на 9 для всех В. 

** См. (4), стр. 47—52. 

*** Здесь и в дальнейшем опускаем индекс № у и®, р, 49%, »®, 5%. 
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Разобъем УУ'-рь (и, —иъ)? на две части, а именно: 
91 


Ух Ро (и, — из)" Е хх (Рой я Ройои,) ое хх (Рой т Ройьи,). (7) 
О1 1 1 
Нетрудно убедиться, что 
хх (Ройл = Ройьи,) = хх (Ри м. Ри, + (ри = рии) — 
1 1 


— У (ри — рии), (8) 


АБ* 


где через р и и обозначены значения ри и, соответствующие точкам, 
находящимся на шаг отступя внутрь от контура 5, = АВСР. Суммиро- 


И] 8 


Фиг. 1 Фиг. 2 


вание по ВС* и АД* означает суммирование по всем точкам сетки, 
лежащим на прямых ВС и АР, кроме точек В, С, А, р. 
Принимая во внимание, что 


хх (Ройс — Ройои1 -- Рзиб — Рзвоиз) = — Рух и (рих).., 
2 1 
получим из (7) и (8) следующее соотношение: 
У Ро (и; — шо) = — У Уи (ри»). | У ри(и—и)-- У ри (ии). 
Ча 91 вС* АБ* 


Сделав такие же преобразования с У»! 4 (и, — иъ)?, получим формулу, 
1 


сходную с формулой Грина: 


р» (рих + 4) = — № У и [(ри); + (9%) + Ури (и) + 


+ У ри(и—и)-+ У 4и(и—и)-- У 9и(и—ц). (9) 
Ар* АВ* ср* 


Рассмотрим ряд концентрических квадратов Оз, О1, О», ..., О» © грави- 
цами 65,5; 5,,..., 9п (фиг. 2), лежащих в области С. Очевидно, 


ры (рих -- 4и\) = Рух (рих + 4из) 
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и поэтому нетрудно убедиться в справедливости следующего неравенства: 
№" У (риф - 945) < 2" (риф + 98) У [р(и— и ри" — ри] + 
+ Ча ват — 9] — У [ри — п) ри — ри] — 
— Ува — диз (о) 


Принимая во внимание (9), преобразуем неравенство (10) к виду 
р (рих -- чи) > >в (ри); (чин) 1 -- Ха и" — У и 
0 #61 [о 


В двух последних суммах берем каждый раз р для точек, находящихся 
на прямых ВС и АП) и 9— на прямых АВ и СР. В предпоследней 
сумме следовало бы производить суммирование по 


В ВО ба. 


но от замены 51 на 5, последнее неравенство лишь усилится. Анало- 
гичные неравенства можно получить для любого из концентрических 


квадратов О», Оз, ..., Ош: 
РУХ (рих-- дин) <= 


< 2 Хи Кри); + (Чи) Фи — аи", Очи. 
+1 А 
Складывая п последних неравенств, получим 


"Ух (ри +9) 25 ЬЫ и [(ри,);- (91); 1} + 


(у 
Ни уе =) {и [зи +в} + < 
< зи, 5 и? сз» и?, (11) 
Оъ п 


где со =А5-г, сз =щтах {Р, О 


Неравенство (11) имеет место для всех достаточно малых #. Сумми- 
руя неравенства (14) от п=1 до п=/М, получим 


- И ме (ри + 4из ) < (1-Е М) Мел У и У и 
12 о 9х, 


или 


че (рай + аи) < мии и" 


При # —>0 О, и Ом будут стремиться к двум концентрическим квадра- 
там, лежащим в области С с расстоянием а, = Пт №. Получаем 


РУХ (рих + аш) = «У У и”, 
Чо Чу 
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2с 
где с1=с, --з — постоянная, не зависящая от й. Это неравенство 
1 


верно не только для двух квадратов, но и для любых двух областей, 
входящих в С так, что одна целиком лежит внутри другой. 


По условию р(х, у) =р> 0; 9(, у) >4> 0. 
Обозначив пит { р, 9} через т, имеем 
#У (ра Нат ПВ (12) 
Тогда, принимая во внимание (12), получаем 
р» (их ии) = ету и?, (13) 
р 


С 
где са =-, — постоянная, не зависящая от Й. 


Для доказательства «равностепенной» непрерывности и”) остается 
показать, что #? У У их, будет ограниченной и при й —>0. 
Докажем, что если и удовлетворяет уравнению 
(рих). | (ди.)_ — ги Е ^зи —=0, (1) 
то их удовлетворяет уравнению 


[рхих= Е [9=Ихи]- — ГхИх | ^5хИх = 0, (14) 


т. е. уравнению того же вида, что (1’), где лишь р, 9,г, 5 заменевы 
соответственно рх, дх, Гх, 5х. 


Взяв разность по х от уравнения (4”), получаем 
(ри) = -Е (Чи) у — (тих + ^ (51), =0. (15) 
Но уравнение (15), в виду (1’), равносильно уравнению 
(ри); + (Чиьи); — пах + зи {[р(2--В, у) и] + 
+ [9 (Л, у) и; — г (2-Е № у) из (2-Е, у) и} =0. = (46) 


Принимая во внимание (1’), можем из (15) получить также урав- 
нение 


[р (2 №, у) их (т Л, у) [4 (#- ®, у) и, (х-- 1, у); — 

—^(я--й, у) и (Е #, у) + 13 (#1, у) а (2-1, у) =0. (17) 
Вычтем из (17) и прибавим к нему 
[р (% А, у) их] = [9 (#1, у) и]; — г (№, у) в №5 (2-1, у) и. 
Получим 
[р ($ + Л, у) их] [4 (#-*, у) Их]; — т (& А, У) их 
+8 (2-1, у) из [р (е-Е А, у) и] + 
(2-Е, у) ий; — "(е--Ь,у)и- Аз (2-Е № у)и} =0. = (48) 
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Из (18) вычтем (16); получим (14) 
[Рхйхх] = [9х хи]; — Гхйх - А8хуих: == 0, 
что и требовалось, доказать. 
Точно так же можно доказать, что и, будет удовлетворять урав- 
нению 
(Руиих); -- (Чуйи); — Гуйу - Азуи, = 0. 


Но тогда из (13), принимая во внимание ограничения, накладываемые 
на производные функций р, 4, г, $, имеем 

п? У У] (ихх -- ии) <= сай? У] У] ил, 

У У (их - или) = са? У] ил. 
Сложив два последние неравенства, получим 

У У] (ихх - ии + Зил) = «У У (ии) 
и ограниченность #2 У У! их, доказана. 
Разности по х и у функции и) будут также «равностепенно» непре- 

рывными функциями, так как каждая из них удовлетворяет разностному 
уравнению такого же вида, что и и». Ограниченность и®) следует из 


ограниченности #?УУ и” и «равностепенной» непрерывности и(®. 
Точно так же можно установить ограниченность разностей функции и®. 
Теперь можно утверждать, что из последовательности (5) можно выбрать 
подпоследовательность, сходящуюся в каждой внутренней к С, области 
равномерно по х и у и что 
3° предельная функция будет удовлетворять дифференциальному 
уравнению 
д (25 
р. дх 
0х 
Доказательство того, что будут выполнены краевые условия, про- 
водится точно по Куранту*. Из формулы (16) Куранта (стр. 54), 
используя ограниченность #? У У! (их и), получаем стремление к нулю 
интеграла 


№} д ме 
=. се (>) и 0} 


= «— 9 424у 
х 
при г—>0 (через 5, здесь обозначена полоса шириною г, идущая вдоль Г, 
через }— значения и на контуре; у нас }=0), а отсюда (стр. 48, 
сноска 15 статьи Куранта) и обращение в нуль функции и на контуре. 
Другими словами, доказано, что среди функций, обращающихся в нуль 
на Г, предельная функция и(х,у) будет такая, что 
р [м (2, у)] _ 


Н [и (2,у] — 
5 
а 


[$] 
Н[%1* 


Но для любого $ф 


так как ) — нижняя грань 


* См. (4) стр. 52—54 
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Следовательно, 
ПВА 
В разделе 1° было доказано, что 
ХА, 
еледовательно, 
ЖА. 


Таким образом доказана возможность аппроксимации для первого 
собственного значения и первой собственной функции краевой задачи 
(1), (2). 

Обозначим через Х, второе собственное значение и через и, вторую 
собственную функцию нашей краевой задачи. Тогда их определение 
сводится к решению вариационной задачи: среди всех функций ф, 
обращающихся в нуль на Г, найти такую функцию © = и. (х, у), которая 
обращает в шиииат 

09 \* 912 |] 
= = = Г. ага 
2 [$] [2 (2 кие НЫ. у 
б 
при условиях 
ия {феи а, 
(Е 
НФ, и] = \ ( гои, 4%4у =0 
(е 
(здесь и, — первая собственная функция). 

Доказательство возможности аппроксимации второго, а также 
третьего и так далее собственных значений и соответствующих собствен- 
ных функций проводится так же, как и для ^\/, и, с небольшими изме- 
нениями, полностью совпадающими с изменениями, внесенными Куран- 


том * в аналогичном случае для одного независимого переменного. 
Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 21.У.1938. 
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У. ЕРГМЕККО. $0ОВ ГЕ САТГСОГ АРРВОСНЁ ОЕЗ УАГЕОВ5 

САВАСТЕВТЗТТО ОЕ ЕТ ОЕЗ РОМОТОМ$ САБКАСТИВТ5ТТО 05 

ТАМ ГЕЗ РВОВГЁМЕ$ 1ЛУИТЕ$ ОЕ ТА ТНИКОВТЕ ПЕЗ Е9ТА- 
„том$ АОХ ОЕВТУЕЕ$ РАВТТЕГГЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


биррозоп$ фа’ Гай фгоцуег 1ез уа\епгз сагасёбг1зИфаез её 1ез Гоп- 
©1015 сагасё6гзНаиез ди ргоёте Пшие 4е ’6даайоп 


д д д д 
Е р) (9% ) —те-+Аз=0, (1) 


зиг 1е сопоог Г 4’ап 4оташе С зпар\етепь соппехе. 
М№ из а6топфгопз Чапз 1е ргёзепф агисе фиае з1 


О<р=р(з, у) <Р, 
0<4=14(5, у) =%, 
О<г= г (2, у) < В, 
09<$=$5 (2, у) < 5, 


её 51 1ез шётез соп@ 0$ 301% ипрозбез аих @6мубез рагмеПез 4ез 
"015 ргеплегз ог4гез раг гаррог6 & х её а у 4ез Гопсмопз р, 1, г, $, 
а1отз 1ез уаеигз сагасё6т1зИдиез еф 1ез Гопсомопз сагасё6г1зЯааез да 
ргоёте Пшие (1), (2) репуепё & те вуа!а6ез ауес ипе арргохипа опт 
Чоппбе 4’ауапсе аи шоуеп 4ез уа]епгз сагас6г1зМдиез её 4ез Гопсйопз 
сагас%6г1Иааез 4е Г6даайоп сотгезроп4аюе апх @16гепсез Иез ауес 
]а соп@1 оп Пице х®) =0 заг ип сопбойг Гь фал езё ипе арргохипай ой 
де Г. Оп заррозе чае 1е сопфоиг Г езё {огт6 4’ап пошге Йю1 9’агсз а 
$Фапсегце уаг1апё д’апе шаплёге сопйпие. 


ото ча ТЕ’ 


уни в. 


| 1 $ 1% ей зу . 
№) Ро В. ВИ ие. 
‹ й ИХ я 


у "и 
о 


ры 


> 


АЗЫ 


м 


Гы 


м 


ка 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 1938 


ВОТГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ\ЗСЕМСЕЗ ОЕ 1085$ 


С]25зе аэз зс1епсез 
тоаАбшасыез е{ф пафигеЦез 


Отделение математических 


и естественных чаук 


СОДЕРЖАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СЕРИИ ЗА 1938 год 
ТАВЬЕ$ ОЕЗ МАТЕВЕ$ ОЕ ТА ЕВЕ МАТНЁМАТГООЕ, 1938 


М. Виноградов. Новая 
оценка одной тригонометри- 
ческой суммы, содержащей 
простые числа ЕО 

М. Виноградов. Улучше- 
ние оценки одной тригономе- 
трической суммы, содержа- 
щей простые числа. 

Г Чудако». © плотности 

совокупности. четных чисел, 

непредставимых как сумма 
двух нечетных простых 

Линник. Обобщение тео- 

ремы. Егоеп!а5’а и устано- 

вление связи ее с теоремой 

Ногу 2’а о композиции 

квадратичных форм Е 

. Шнирельман. О рав- 

номерных приближениях . 

. Соболев. Об одном классе 

интегродифференциальных 

уравнений с несколькими 
независимыми переменными 

(часть ТТ) рт 

. Райков. О разложении 

законов Гаусса и Пуассона 


И. 
Н. 


В. 


а 


В. Келдыш. Об одном свой- 


стве решет измеримых В 


Л. Франк. О приближении 
многоугольников — уникур- 
сальными кривыми. .... 

Заседания Группы математики 

Академии Наук СССР 27 де- 

кабря 1937 г. . 


41 
53 


61 
91 


125 


137 


161 


№1 


№2 


Г. У1позгадох. Л пем езй- 
шайоп 0о{ а Я1еопотей“са1 
зи сощаниие ргипез 


Г. У1побгадом. Гиргоуетшепт% 
оЁ {Ве езитайот оЁа 11150- 
потшей1са! зат сощайиие 
ргипез .. 

‚ Тевиаако!. Оп пе аевзйу 
о{ {Те зе оЁ еуеп патЪег$ 
мР1св аге поф гергезетбае 
аз а зат оЁ {мо оаЯ ргитез. 

Т11по1К. ОСепегайтайов о 
Егорепти$ ФТеогеш апа 1$ 
соппесйоп УИВ НогмЦ75 
{Пеотгет оп сотроз\оп оЁ 
Чиаага®с #огт$. .. 

Эсвп1ге]1 тапп. Зиг Лез ар- 
ргохипайоп$ ип Ногтез . 

Боро! е{{. Эиг ипе с1аззе Чез 
бадайопз 1п6етоа1Иетепие1- 
1е5 а рачейг$ уама ез т- 
А6ерепдап{ез 


. Ва\1КоУу. Оп Че десотро- 
$1 Йоп 0 Саизз апа Ро1530п 
Та\му$ . 

Ке!1аусв. `Зиг иле ргорг16+6 
ез сг11ез Аавпотга ез те- 
зигаЪ1ез В. . 

М. ЕгашК. Оъег а1е Аппавегиря 
Бейемеоег Ро]ухопе Е 
Отнсигза кигуей 

Соп{6гепсез а Отопре та бта- 

{аче де 1’ Асаабпие 4ез Эс1епт- 

сез 4е РОВ$8 27. ХИ. 1937 


Г. 


Речь товарища И. В. СТАЛИНА на приеме в Кремле работников высшей школы 


17 мая 1938 г. 

С. Н. Бернштейн. О наилуч- 
шем приближении ||? при 
помощи многочленов весьма 
высокой степени . 

И. И. Привалов. Различные 
классы субгармонических 
функций в связи с их анали- 
тическими представлениями 


167 


169 


191 


Зегое Вегпзфе!т. Зиг]а шей- 
1еите арргохипайоп ае ||? 
раг Аез ро]упбтез 4е 4ест6$ 
{тёз 61еу65 я 


Т. Ргтуа1оЁ{. Биг сегёайтея с1а$- 
зез Ае ГопсЯотз забВагтопт- 
Чаез еф 1епг гергбзета оп 
апа1уйаие . 
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СОДЕРЖАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СЕРИИ за 1938 г. 


о ет си В 


Л. В. Келдыш. Структура 
минимальных решет, опреде- 
ляющих множества измери- 
мые В .. 

Я Полубаринова - "Ко: 


чина. Об интегральном 
уравнении теории приливов 
в бассейнах постоянной глу- 
бины . . Е 

Ш. В. Микеладзе. `О числен- 
ном решении дифференциаль- 
ных уравнений Лапласа и 
Пуассона. 

Премирование работ молодых со. 
ветских математиков . 


И. Привалов. Об одном 
классе субгармонических 
функций в связи с сего ана- 
литическим представлением 
Хинчин. Теория зату- 
хающих спонтанных эффек- 

О ОЕ 

. А. Райков. О спязи между 
центральным предельным за- 
коном теории вероятностей 
и законом болыпих чисел. . 

М. Обухов. Нормальная 
корреляция векторов. 

Я. Полубаринова- Ко- 
чина. Применение теории 
линейных дифференциальных 
уравнений к некоторым слу- 
чаям движения грунтовой 
воды У от 


Я. 


М. Виноградов. Оценка 
некоторых сумм, содержащих 
пр’ отые числа 
Кошляков. О некоторых 
определенных  интегралах, 
А Бессолевы а 
ции. .. 
Кузьмин. `о распределс. 
нии корней полиномов, свя- 
занных с о: Че- 
бышева : 
18 езонимус. 
оке 
шеова , 
Романовский. Анали- 
тические неравенства’и ста- 
тистические критерии ` 
’уркин. Квазинормали- 
заторы и мономиальные пред- 
ставления 
Таблицы простых 
С. А. Хорошего 


ы. ©. 


`0б одной 
‘альной задаче Чебы- 


1. 
И. 
К. 


делителей 
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399 


417 


475 
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№ 3 


№4 


Гидш!]а Ке!аусН. В 1а 
згисфаге 4ез сг1 Без шиита 
роиг 1ез епзетЪ]ез тезигаЪ- 
1ез В : 

Ро1опъаг: пота - 'КосВ1- 
па. Оп фЪе ицесга1 едаайоп 
о{ {Ве {Веогу оЁ 1 4ез 1 ге- 
зегуо1тз 0Ё сопзбап$ аер® . . 


р. 


Зсв. М1Кке1аате. Оъег @91е пл- 
тег1зсве Г,05и0е 4ег РЁегеп- 
На]о]е1свипеев уоп Гар!асе 
ипа Ро1350п 

Ргипез аих ]еипез таВета сев 
зоу1ейаиез . 


1. Рг1уа1 011. Баг ипе с1аззе 4е 
Топсйопт$ забВагтотлачез еп 
гаррогЁё ауес за горгёзеа оп 
апа1уйаие 

„ КБ! сЬ1 пе. Тьсоме аегаь-: 
КПпоепдеп БропфапеЙек{е 


Ва!Коу. Оп а соппесЯоп 
Беф\ееп {Ве сепёга1 ИтИ-а\ 
оЁ {Ве фпеогу о{ ргобаБ у 
ап {Ъе Та\у 01 огеаф патфег$ 

ОБоцКВо{{. Биг Па соггб- 
1Ламоп погта]е 4ез уеб4епгз . 

Ро1опиБаг1 пота - КосВ1- 
па. Ап аррИсайоп оёЁ Ве 
{Пеогу 0Ё Ппеаг а\егепйа1 
едчайотз 40 сегфайа шоуе- 
пет; 0Ё сгоип@ ууацег 


> 


— 


У1посга4ом. ЕзИтайоп 0 
сегфатт зат$ сощаииая ргииез 
М. Козв11акКоу. Мое оп сег- 
фа1п 1п{феога]$ шуо]узае Вез- 
Зе} опен и 


Коиюшти. Баг 1а 13а йов 
Чез гасшпез 4ез роупбтез 
Чапз 1а ш6\Фо4е 4е аааага- 
фиге ае ТсвеБусвей. 

Т. бегоп1м из. Загип ргоёте 

ехёгбта] 4е Тепеъусвей .. 


Вошапоу$ Ку. 
зпедиа Иез ап4а 
$е513 . с 

УГ. ТарЕто. Опаз- порта та ога 

апа шопопла1 гергезег{а Ч отз 


Апа1уйса1 
зай зЫса1 


Та ез о{ ргимез 


сотрозеда Ъу 
Я. Коготь. 


244% 
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293 


312 
322 


337 
369 


394 


416. 


&21 
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87% 
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СОДЕРЖАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СЕРИИ ва 1938 г. 


[ Л. Г. Шнирельман. | О функциях 


в нормированных алгебраи- 
чески замкнутых телах. .. 
С. Н. Бернштейн. О базе си- 
стемы Чебышева. ..... 
И. М. Виноградов. Оценки 
тригонометрических сумм 
В. И. Левин. О неравенствах. 
ТУ. К неравенству НИЪегРа- 
И. Зе 
П, Е. Дюбюк. О порядке `эле- 
мента в простой группе 


Л. Н. Сретенский. Об одной 
обратной задаче теории по- 
тенниала о ое 

Е. Д. Соломенцев. О некото- 
рых классах субгармониче- 
еких функций т... 

А. В. Гельфанд. Приближен- 


ное интегрирование системы 


обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений первого 
ПО о 


М. Артюхов. Об одном свой- 
стве алгорифма Якоби .. 
В. А. Ефименко. О прибли- 
женном вычислении собст- 
венных значений и собствен- 
ных функций краевых задач 
дифференциальных уравне- 
ний в частных производных. 
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] Г. Зевтигенпапи .] Зиг 1ез гоп опз 


апз 1ез согрз погт6з. еф а1- 
во аиетет® {еги65 : 
Бегое Вегизфе1т. Оеегитоа- 
оп 4е 1а Базе 4’ип вузфёте 
е Тсвеусвей. ..... 
Т. У1посгадом. ЕзИша#опз. 
0{ бропотег1са1 затаз . 


У. Геу!т. Мофез оп шеачаН Яез. 


ТУ. Оп Фе НИБег-Влезя 
ТЕХ Бе соо осооо 
Пориаце. Биг Рогаге 4’ап 


6]6тепф 4апз ип отопре знар]е 
БгебфепзкКу. Оп Фе зтуегве 
ргоеш 0{ рофепИа1 %Веогу. 


Е. бо!ошепф$зеу. Оп з0ще 
с]а35ез 0 зиЪбВагтопас Ёипс- 
О ие 

А. СЧе\ГапЧд. Шпф6отаЯоп аррго- 
сибе аез зуз{ тез 4?64иа10п$ 
д 6гепиеПез ог@1лталтез аи 
ООО 05 або овва 

М. Аг1ойКквНоУу. Опа Е 
0 Тасоб1?з аеогИВт. .. 

У. Е! шепко. Чаг 1е саси1 
арргосй6 ез уа]еигз сагас%6- 
т15Ииез её 4ез !опсИЯопз са- 
гас46г15Иаиез @апз$ ]ез рго- 
Ыётез И без 4е 1а ®боше 
Чез бапаНопз аих @6ту6ез 
ранее а 
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Зошталтге 


Зиг 1е5 !опс- 


{101$ Чапз 1ез согрз поги6з еф 
а]о6рт1аиетеп {егтл65 


Зегге Вегпзфет. Пёегпипайоп 
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